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Presentación

Mixba’al no es sólo una revista más de investigación en matemá-
ticas. Se concibió con el propósito de ser espećıficamente una revista
para los alumnos de posgrado de matemáticas en México, hecha por
ellos mismos. Como el lector puede observar, la mayoŕıa de los autores
de los art́ıculos en este primer número, son alumnos del Posgrado en
Matemáticas de la Unidad Iztapalapa de la Universidad Autónoma
Metropolitana y se ha hecho un esfuerzo para seleccionar aquellos
que pueden ser léıdos y entendidos por alumnos del último año de
licenciatura o de una maestŕıa en matemáticas. Entre los art́ıculos de
este número, se encontrarán tanto anuncios de investigación original
como exposición de resultados importantes conocidos en varias ramas
de la matemática básica y aplicada. La intención es continuar con este
formato y la revista invita contribuciones en español de esta ı́ndole
de la comunidad matemática nacional e internacional. Inicialmente se
publicará un número al año en el mes de junio.

Toda comunicación relevante a la revista debe ser dirigida al Comité
Editorial, al correo electrónico: mixbaal2009@gmail.com.mx.
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A los autores

Mixba’al es una publicación del Posgrado en Matemáticas de la
Universidad Autónoma Metropolitana, Unidad Iztapalapa, está di-
rigida a la comunidad académica matemática mexicana, formada tan-
to por estudiantes como por profesores de matemáticas. Esta revista
surge de la necesidad de crear un espacio que permita al alumno de-
sarrollar sus habilidades para escribir matemáticas. Busca fortalecer
el Posgrado en Matemáticas y, en la medida de lo posible, la última
etapa de la Licenciatura en Matemáticas. Es importante señalar
que la revista no pretende ser una revista internacional de
investigación. El publicar un art́ıculo en la revista no limi-
ta que el autor pueda enviar el art́ıculo, o una variante del
mismo, a otra revista . Los art́ıculos de exposición pueden ser tra-
bajos que presenten de manera original algún tema de las matemáticas;
por ejemplo, demostraciones nuevas de resultados conocidos, art́ıculos
panorámicos sobre un área de investigación, la presentación de una
visión distinta de algún tema vinculado con la docencia, notas de cur-
sos avanzados, aplicaciones de las matemáticas, historia y filosof́ıa de
las matemáticas y, aspectos lúdicos de la matemática, entre otros.

La revista Mixba’al está a cargo de un comité editorial y los coordi-
nadores de los dos programas de Posgrado en Matemáticas. Los traba-
jos deben ser presentados en español, en casos excepcionales podrán
aceptarse art́ıculos en inglés. Todos los trabajos serán sometidos a
revisión. El comité editorial decidirá sobre la aceptación de los art́ıcu-
los sometidos. Los art́ıculos de investigación no necesariamente deben
ser trabajos originales sobre investigaciones terminadas e incluir de-
mostraciones. Dichos art́ıculos pueden ser parte de memorias de con-
gesos, simposios, coloquios, talleres u otros.

Cada volumen está a cargo del comité editorial de la revista. Di-
cho comité tiene la responsabilidad de garantizar su calidad, aśı como
de su presentación de acuerdo con los lineamientos de formato y ti-
pograf́ıa de la revista y de la corrección del lenguaje (ortograf́ıa, estilo,
etcétera).

La versión preliminar de los trabajos sometidos a la revista de-
berá enviarse en formato pdf. Puesto que la presentación final de los
trabajos se hará en Latex2ε, aquellos autores, cuyos trabajos sean



3

aceptados, deberan enviarlos escritos en este sistema de preparación
de textos, con el formato y macros que proporcionará la revista para
su publicación final. Las fotograf́ıas o gráficas que acompañen al texto
deberán ser enviadas, por separado, en formato pdf y deberán tener
la calidad y resolución suficientes para una buena reproducción im-
presa. Se recomienda que la extensión de los trabajos no exceda de 20
páginas.

Laura Hidalgo Solís
Coordinadora
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In memoriam: Peter Seibert

(1927-2009)

Luis Aguirre Castillo

Peter Seibert Kopp, nació el 13 de abril de 1927 en Múnich, Baviera,
Alemania, y murió en México el 13 de agosto de 2009.

Fué alumno de Constantin Carathéodory durante su formación ma-
temática preuniversitaria, durante su formación universitaria lo fué de
E. Hopf, H. Tietze y A. Pfluger, entre otros. Realizó su tesis doctoral
bajo la dirección de R. König, alumno de D. Hilbert, con O. Perron,
como “segundo referente”. El 4 de agosto de 1950 recibió el grado de
Doctor en Ciencias por la Universidad de Múnich y en julio de 2000
el Doctorado de Oro por la misma universidad.

Tuvo sus primeras posiciones académicas y de investigación en Ale-
mania, en las universidades de Giessen, Wuerzburg y en el Centro de
Investigación de la Universidad de Wuerzburg.

Inicialmente Peter se especializó en la teoŕıa de funciones de varia-
ble compleja, con énfasis en las superficies de Riemann. Entre otros
resultados, resolvió un problema propuesto por S. Mazurkiewicz, dan-
do el primer ejemplo de una superficie de Riemann con frontera bidi-
mensional [1].
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En 1958 reorientó su investigación hacia la teoŕıa de estabilidad
en sistemas dinámicos, después de que en febrero de ese mismo año se
entrevistó en Paŕıs con Solomon Lefchetz, quién lo invitó a trabajar en
el Research Institute for Advanced Studies (RIAS), Baltimore, USA.,
1958 y 1963.

Viajó por primera vez a México en septiembre de 1959, para par-
ticipar en el Symposium de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y sus
Aplicaciones, que tuvo lugar en la Ciudad Universitaria de la UN-
AM, del 7 al 13 de septiembre. Visitó México por segunda ocasión,
de 1963 a 1964 para trabajar en el Departamento de Matemáticas del
CINVESTAV -IPN, a invitación de José Adem. Volvió a México para
trabajar en la Escuela Superior de F́ısica y Matemáticas del IPN y el
Instituto Mexicano del Petróleo en el periodo 1966-1971. Trabajó en
Sudamérica de 1971 a 1985 en donde fué director de las tesis doctora-
les de Pablo M. Salzberg (1975) en Chile y de Ramón Gómez (1985)
en Venezuela. Regresó a México por cuarta vez, ahora al Departa-
mento de Matemáticas de la Universidad Autónoma Metropolitana-
Iztapalapa en 1987, donde dirigió la tesis doctoral de Luis Aguirre
Castillo (2003).

En colaboración con J. André, Peter desarrolló la primera teoŕıa
matemática de sistemas de control discontinuos [2]. El concepto de
robustez también apareció por primera vez en este contexto en [3].

Usando un argumento de inducción, dió la primera demostración
del principio de persistencia de la estabilidad asintótica bajo perturba-
ciones [4]. Este resultado ha sido una herramienta útil para cimentar
una teoŕıa más general de bifurcaciones del tipo Hopf.

Con J. Auslander, desarrolló la teoŕıa de la estabilidad de sistemas
dinámicos combinando la teoŕıa de las prolongaciones de Poincaré con
la teoŕıa clásica de A.M. Lyapunov [5]. En colaboración con P.Tulley,
dió la primera demostración puramente topológica del teorema de
Poincaré-Bendixson sobre sistemas dinámicos en el plano [6]. Tam-
bién dió una condición necesaria y suficiente para la estabilidad bajo
perturbaciones persistentes, complementando trabajos anteriores de
I.G. Malkin y otros [7].

Parcialmente, en colaboración con su estudiante de doctorado,
P.M. Salzberg y G. Dankert, Seibert estableció una teoŕıa abstracta de
la estabilidad de Lyapunov, culminando con una condición necesaria
y suficiente para la existencia de una función de Lyapunov (generali-
zada) en presencia de un atractor [8].
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En 1968, en respuesta a un problema propuesto por J.S. Florio,
Peter inventó un método para reducir el problema de la estabilidad
de un sistema compuesto de subsistemas al problema correspondiente
para los subsistemas, aplicando un principio del umbral, [9],[10].

En trabajos recientes, aparecen en el resumen expresiones como
“sistemas generales en el sentido de Seibert”. También se usa la no-
tación inventada por él.

Peter, sus colaboradores y estudiantes, desarrollaron dos teoŕıas
de bifurcaciones en sistemas dinámicos que generalizan la bifurcación
clásica de (Poincaré-Andronov-) Hopf. Para un resumen de estos resul-
tados ver [9]. Colaboró con Juan Héctor Arredondo Rúız, en una nueva
ĺınea de investigación en la que estamos estudiando la aplicación de
su teoŕıa de reducción a sistemas de ecuaciones diferenciales parciales
acopladas.

Peter demostró que se puede hacer mucho desarrollando teoŕıas
abstractas mediante el uso de la topoloǵıa elemental de espacios métri-
cos, que se aplican a problemas concretos donde otros métodos fallan.
Véanse, por ejemplo, las referencias [12] y [13].

Los trabajos de Peter aparecieron en revistas de 11 paises en cin-
co idiomas que él dominó: Alemán, Inglés, Francés, Ruso y Español.
Han tenido un fuerte impacto en Rusia, particularmente en la escuela
de control de Moscú e Italia. Su influencia se extiende hasta China
en donde han retomado el estudio de los conjuntos ĺımite prolonga-
cionales, introducidos por Seibert.

Además de sus trabajos en matemáticas se ocupó de dos aspectos
relevantes en la lingüistica. Por un lado la construcción del primer
lenguaje completamente sintético, WUXI, [14]. Y por otra parte, de-
sarrolló un método fonemoestad́ıstico para la comparación de lengua-
jes. Además Peter Seibert era aficionado al alpinismo, la fotograf́ıa de
paisajes y la fotocomposición.

Su mayor contribución a la matemática, de acuerdo con su propia
opinión, es el principio general de reducción v́ıa el principio del um-
bral para la estabilidad en sistemas semidinámicos [9]. Hasta hoy sus
trabajos tienen más de doscientas cuarenta citas. Peter, fué un hom-
bre sencillo, humanista, reacio a la adulación. Vivió solitario, como un
lobo estepario, descanse en paz.
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El Teorema de Hermite-Biehler en

sistemas continuos, discretos y con

retardo

Edgar Cristian Dı́az González Baltazar Aguirre Hernández

Resumen
Se sabe que el estudio de la estabilidad de un sistema li-
neal continuo o discreto esta determinado por el análisis
del correspondiente polinomio caracteŕıstico. Uno de los
resultados más importantes para verificar dicha estabili-
dad es el Teorema de Hermite-Biehler. Existe un corres-
pondiente Teorema de Hermite-Biehler para analizar la
estabilidad de sistemas continuos y sistemas discretos.
En el caso de sistemas con retardo la ecuación carac-
teŕıstica es un cuasipolinomio existe también una versión
del Teorema de Hermite-Biehler para este caso. En este
art́ıculo presentamos las tres versiones de este teorema.

Palabras clave: polinomios de Hurwitz, polinomios de
Schur, cuasipolinomios estables, Teorema de Hermite-Biehler.

Clasificación de la AMS: 93D09, 34D99

1. Introducción

En el análisis de la estabilidad asintótica de un sistema continuo (o
discreto) es necesario que todas las ráıces de su polinomio caracteŕıs-
tico asociado se encuentren en C− (o en D), donde C− es el conjunto
de números complejos que tienen parte real negativa y D es el con-
junto de números complejos con módulo menor que 1. En el caso de
que un polinomio tenga todas sus ráıces en C− se dice que es un poli-
nomio de Hurwitz y en el caso en que todas sus ráıces estén en D
se dice que es un polinomio de Schur. En el estudio de la distribu-
ción de las ráıces de un polinomio sobre el plano complejo, uno de los
primeros problemas fue, históricamente, el de determinar el número
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de ráıces reales de una ecuación; esto es, dada una ecuación con coe-
ficientes reales, determinar por algún criterio, que dependerá de sus
coeficientes, y sin resolver la ecuación, si tiene ráıces reales. En ca-
so afirmativo, cuántas ráıces positivas y cuántas negativas tiene. En
1868, Maxwell plantea el problema matemático de la búsqueda de
condiciones bajo las cuales todas las ráıces de una ecuación algebraica
se encuentren en C−, muchos matemáticos ya se hab́ıan ocupado de la
determinación del número de ráıces de ecuaciones algebraicas en de-
terminados lugares (dentro y fuera del eje real, en la mitad del plano,
etc) desde las primeras décadas del siglo XIX, tales como, Cauchy,
Sturm, Jacobi, Cayley, Sylvester, y Hermite. De hecho, Hermite
(1853), ya hab́ıa resuelto el problema de Maxwell, pero sus resultados
no eran conocidos fuera del mundo de las matemáticas. Los trabajos
de Routh y Hurwitz dieron lugar al Criterio de Routh − Hurwitz.
Además del Criterio de Routh−Hurwitz, existen otros criterios para
determinar si un polinomio es Hurwitz, mencionemos, por ejemplo, las
Condiciones de Lienard−Chipart, el Test de Estabilidad o el Teore-
ma de Hermite−Biehler. Desde el punto de vista matemático estos
teoremas tienen la misma dificultad pues son resultados equivalentes,
aunque probablemente el Criterio de Routh−Hurwitz es el más po-
pular. Sin embargo, el Teorema de Hermite−Biehler ha demostrado
su potencial al ser utilizado en el estudio de la estabilidad en familias
de polinomios, basta mencionar el Teorema de Kharitonov, ver [5].

2. El Teorema de Hermite-Biehler: caso continuo

En el análisis de la estabilidad de un sistema de ecuaciones dife-
renciales ẋ(t) = f(x(t)), podemos estudiar la parte lineal del sistema,
ẋ(t) = Ax(t). Bajo ciertas condiciones, la estabilidad del sistema li-
nealizado implica la estabilidad local del sistema original. Es conocido
que la estabilidad de un sistema lineal es verificada por medio del
polinomio caracteŕıstico asociado a la matriz A.

Definición 2.1. Sea P (λ) = det(λI −A), el polinomio caracteŕıstico
de A.

Aśı, el problema de determinar condiciones, bajo las cuales, todas
las ráıces del polinomio caracteŕıstico se encuentren en el semiplano
abierto izquierdo es de importancia fundamental en el estudio de la
estabilidad del sistema lineal.
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Definición 2.2. Consideremos el polinomio real

p(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . .+ ans

n. (1)

Podemos escribir el polinomio p(s) de la siguiente forma:

p(s) = (a0 + a2s
2 + a4s

4 + . . .) + s(a1 + a3s
2 + a5s

4 + . . .), (2)

evaluando el polinomio p(s) en s = iω, tenemos que

p(iω) = (a0 − a2ω
2 + a4ω

4 − . . .) + i ω(a1 − a3ω
2 + a5ω

4 − . . .) (3)

y definimos los siguientes polinomios

pe(ω) = a0 − a2ω
2 + a4ω

4 − . . .
po(ω) = a1 − a3ω

2 + a5ω
4 − . . .

ppar(s) = a0 + a2s
2 + a4s

4 + . . .

pimp(s) = a1s+ a3s
3 + a5s

5 + . . .

Ejemplo 2.3.

Consideremos los siguientes polinomios

q(s) = 4 + s+ 2s2 + 5s3 + 4s4 + s5 y
r(s) = 2 + 5s+ 3s2 + s3 + 4s4 + 2s5 + s6.

Los polinomios asociados a q(s) son

qe(ω) = 4− 2ω2 + 4ω4

qo(ω) = 1− 5ω2 + ω4

qpar(s) = 4 + 2s2 + 4s4

qimp(s) = s+ 5s3 + s5

para el polinomio r(s) tenemos que

re(ω) = 2− 3ω2 + 4ω4 − ω6

ro(ω) = 5− ω2 + 2ω4

rpar(s) = 2 + 3s2 + 4s4 + s6

rimp(s) = 5s+ s3 + 2s5.
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Definición 2.4. El polinomio p(s) = a0 + a1s + a2s
2 + . . . + ans

n

satisface la propiedad de la alternancia, si y sólo si

a) los coeficientes principales de ppar(s) y pimp(s) tienen el mismo
signo;

b) todas las ráıces de pe(ω), po(ω) son reales y las ráıces positivas de
pe(ω), po(ω) se van alternando, es decir

0 < ωe,1 < ωo,1 < ωe,2 < ωo,2 < . . . (4)

A continuación el teorema principal de esta sección.

Teorema 2.5. (Hermite-Biehler). Un polinomio real P(s) es de
Hurwitz, si y sólo si, satisface la propiedad de la alternancia.

Ver [2] y [7] para una demostración. Concluimos esta sección pre-
sentando el siguiente ejemplo que ilustra el Teorema 2.1.

Ejemplo 2.6.

Verificar si el siguiente polinomio es de Hurwitz.

p(s) = 147 + 574s+ 1363s2 + 2103s3 + 2402s4 + 2015s5 + 1293s6

+614s7 + 221s8 + 57s9 + 10s10 + s11

Calculamos

p(iω) = 147 + 574iω − 1363ω2 − 2103iω3 + 2402ω4 + 2015iω5

−1293ω6 − 614iω7 + 221ω8 + 57iω9 − 10ω10 − iω11,

aśı, tenemos que

pe(ω) = 147− 1363ω2 + 2402ω4 − 1293ω6 + 221ω8 − 10ω10

po(ω) = 574− 2103ω2 + 2015ω4 − 614ω6 + 57ω8 − ω10.

Ahora

ppar(ω) = 147 + 1363ω2 + 2402ω4 + 1293ω6 + 221ω8 + 10ω10

pimp(ω) = 574ω + 2103ω3 + 2015ω5 + 614ω7 + 57ω9 + ω11.

Aśı, el inciso a) de la propiedad de la alternancia se satisface. Ahora
verificamos el inciso b).

pe(ω) = 0 ⇐⇒ ω = ±0.373,±0.868,±1.375,±2.287,±3.752

po(ω) = 0 ⇐⇒ ω = ±0.65,±1.088,±1.788,±2.847,±6.639
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agrupando las ráıces tenemos que

ωe,1 = 0.373, ωe,2 = 0.868, ωe,3 = 1.375, ωe,4 = 2.287, ωe,5 = 3.752

y

ωo,1 = 0.65, ωo,2 = 1.088, ωo,3 = 1.788, ω0,4 = 2.847, ωo,5 = 6.639.

Entonces tenemos que

ωe,1 < ωo,1 < ωe,2 < ωo,2 < ωe,3 < ωo,3 < ωe,4 < ωo,4 < ωe,5 < ωo,5

satisfaciéndose aśı el inciso b) de la propiedad de la alternancia. Por
el teorema 2.1, p(s) es de Hurwitz.

3. El Teorema de Hermite-Biehler: caso discreto

Es posible obtener un teorema de alternancia con respecto a D, que
es la región de estabilidad para sistemas discretos, x(t + 1) = Ax(t).
En este caso, la estabilidad del polinomio caracteŕıstico asociado al
sistema discreto es equivalente a la alternancia de las ráıces, de los
polinomios asociados a este, a lo largo del ćırculo unitario.

Definición 3.1. Un polinomio

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0

es un polinomio de Schur si todas sus ráıces se encuentran en el ćırculo
unitario abierto D del plano complejo.

Una condición necesaria para la estabilidad Schur es que |an| >
|a0|.

Definición 3.2. Sean los polinomios Ps(z) y Pa(z) como sigue:

Ps(z) =
1

2
[P (z) + znP (

1

z
)] y Pa(z) =

1

2
[P (z)− znP (

1

z
)]

definimos P (z) = Ps(z) + Pa(z).

Para un polinomio real, la estabilidad de P (z) es equivalente a la
alternancia, en el ćırculo unitario, de las ráıces de los polinomios Ps(z)
y Pa(z).
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Teorema 3.3. Un polinomio real P (z) es de Schur, si y sólo si, Ps(z)
y Pa(z) satisfacen las afirmaciones siguientes

a) Ps(z) y Pa(z) son polinomios de grado n con coeficientes princi-
pales del mismo signo.

b) Ps(z) y Pa(z) tienen sólo ceros simples, los cuales están en el ćırcu-
lo unitario.

c) Los ceros de Ps(z) y Pa(z) se alternan en el ćırculo unitario.

Ver [2] para una demostración. Ahora presentamos el siguiente
ejemplo que ilustra el Teorema 2.2.

Ejemplo 3.4.

Verificar si el polinomio P (z) es un polinomio de Schur

P (z) = z5 + 0.2z4 + 0.3z3 + 0.4z2 + 0.03z + 0.02

utilizando la definición 3.2, obtenemos que

Ps(z) = 0.51z5 + 0.115z4 + 0.35z3 + 0.35z2 + 0.115z + 0.51 y

Pa(z) = 0.49z5 + 0.085z4 − 0.05z3 + 0.05z2 − 0.085z − 0.49.

Aśı, tenemos que el inciso a) se satisface. Ahora verificamos los incisos
b) y c).

Ps(z) = 0 ⇐⇒ z = −0.221± 0.975i, 0.608± 0.793i,−1

Pa(z) = 0 ⇐⇒ z = −0.857± 0.514i, 0.270± 0.962i, 1

Cada una de las ráıces de Ps(z) y Pa(z) son simples, se encuentran
en el ćırculo unitario y se alternan. Por lo tanto, por el Teorema 2.2,
P (z) es un polinomio de Schur.

Ejemplo 3.5.

Verificar si el polinomio P (z) es un polinomio de Schur

P (z) = z5 + 2z4 + 0.3z3 + 0.4z2 + 0.03z + 0.02

de la definición 3.2, obtenemos los siguientes polinomios

Ps(z) = 0.51z5 + 1.015z4 + 0.35z3 + 0.35z2 + 1.015z + 0.51

Pa(z) = 0.49z5 + 0.985z4 − 0.05z3 + 0.05z2 − 0.985z − 0.49.
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Aśı, el inciso a) se satisface. Ahora verificamos el inciso b) y c).

Ps(z) = 0 ⇐⇒ z = 0.55± 0.83i,−1.35,−1,−0.74.

Pa(z) = 0 ⇐⇒ z = −0.17± 0.98i,−2.21,−0.45, 1.

Cada una de las ráıces de Ps(z) y Pa(z) son simples, pero no se
encuentran en el ćırculo unitario ni se alternan. Por lo tanto, por el
Teorema 2.2, P (z) no es un polinomio de Schur.

4. El Teorema de Hermite-Biehler: sistemas con retardo

Las ecuaciones diferenciales con retardo (EDR) son ecuaciones
diferenciales en las cuales la función f depende también de términos
con diferentes valores de su argumento, ẋ(t) = f(t, x(t), x(t − τ(t))),
donde τ(t) > 0, la primera ecuación de este tipo apareció en la lite-
ratura en la segunda mitad del siglo XV III (Kondorse, 1771), pero
un estudio sistemático de las ecuaciones con retardo comenzó en el
siglo XX (especialmente en las primeras décadas - A.D.Myshkis, en
la Unión Soviética, E.M.Wright y R.Bellman en otros páıses), en
relación con las necesidades de la ciencia aplicada. Las EDR tienen
muchas aplicaciones en la teoŕıa del control automático, el estudio de
problemas relacionados con la combustión de cohetes en movimiento,
en economı́a, en una serie de problemas biológicos, etc. En un estudio
en sistemas reales, para una primera aproximación, se supone que el
retraso es constante, τ(t) = τ . Para más información sobre sistemas
con retardo ver [1], [3], [9] y [11].

Consideremos la siguiente ecuación diferencial de segundo orden
con dos retardos

ÿ(t) + a1 ẏ(t− τ1) + a0 y(t− τ0) = u(t). (5)

La ecuación (5) puede ser representada en la siguiente forma matricial(
ẋ1(t)
ẋ2(t)

)
=

(
0 1
0 0

)(
x1(t)
x2(t)

)
+

(
0 0
−a0 0

)(
x1(t− τ0)
x2(t− τ0)

)
+

(
0 0
0 −a1

)(
x1(t− τ1)
x2(t− τ1)

)
+

(
0
1

)
u(t). (6)

En general, un sistema lineal con l distintos retardos, τ1, . . . , τl, puede
ser representado de la siguiente forma

ẋ = A0 x(t) +
l∑

i=1

Ai x(t− τi) +B u(t). (7)
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Para discutir la estabilidad de la ecuación (5) ó los sistemas (6) y (7)
es común examinar las soluciones y(t), con u(t) ≡ 0 y estudiar el
comportamiento de y(t), cuando t → ∞. Para este propósito, consi-
deremos, por ejemplo, la ecuación (5) con u(t) ≡ 0 y que y(t) = es t es
una solución de

ÿ(t) + a1 ẏ(t− τ1) + a0 y(t− τ0) ≡ 0. (8)

Por lo tanto, tenemos que

(s2 + a1 e
−s τ1s+ a0 e

−s τ0)es t ≡ 0,

de manera que s debe satisfacer la ecuación

s2 + a1e
−s τ1s+ a0e

−s τ0 = 0. (9)

La ecuación (9) es la ecuación caracteŕıstica de (5) u (8); la ubicación
de sus ráıces (o ceros) determina la estabilidad de la ecuación (5).

En las secciones anteriores se mostró el correspondiente Teorema
de Hermite-Biehler para sistemas continuos y discretos, sin embargo,
cuando el sistema involucra retardos no se pueden aplicar los teoremas
dados. Sistemas con retardos dan lugar a funciones caracteŕısticas,
conocidas como cuasipolinomios, la ecuación caracteŕıstica asociada
con (7) es

P ∗(s) = det

(
sI − A0 −

l∑
i=1

e−sτiAi

)

= P0(s) +
m∑
k=1

Pk(s)e
−Lks. (10)

En la ecuación (10) los retardos pueden ser múltiplos enteros de un
número positivo τ . En estos casos, se dice que los retardos son con-
mensurables y la ecuación caracteŕıstica toma la forma

P ∗(s) = a0(s) + a1(s)e−τs + a2(s)e−2τs + · · ·+ ak(s)e
−kτs, (11)

donde los ai(s), i = 0, 1, . . . , k son polinomios.

Definición 4.1. Sea P (s, t) un polinomio en dos variables con coefi-
cientes reales o complejos de la siguiente forma∑

k

∑
i

aiks
itk = P (s, t).
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Definición 4.2. Sea r el grado más grande en s, p el grado más
grande en t.

P (s, t) tiene un término principal, si y sólo si, arp 6= 0.

L.S. Pontrjagin en 1942 generalizó el Teorema de Hermite-Biehler
para cuasipolinomios, P (s, es).

Definición 4.3. Sea f(s) una función entera de la forma

n∑
k=1

eλksPk(s) = f(s)

donde Pk(s) para k = 1,· · · ,n es un polinomio arbitrario con coefi-
cientes reales ó complejos y los λ′ks son reales, los cuales satisfacen:

λ1 < λ2 < · · · < λn, |λ1| < λn (12)

A continuación el teorema principal de esta sección.

Teorema 4.4. Sea f(s) = P (s, es), donde P (s, t) es un polinomio con
un término principal, además

f(jω) = f r(ω) + jf i(ω) (13)

donde f r(ω) y jf i(ω) representan respectivamente la parte real e ima-
ginaria de f(jω). Entonces para que f(s) tenga todos sus ceros en el
semiplano abierto izquierdo es necesario y suficiente que las siguientes
dos condiciones se tengan:

a) f r(ω) y f i(ω) tengan solo ráıces simples y estas ráıces se alternen.

b) Para todo ω en R, f i
′
(ω)f r(ω)− f i(ω)f r ′(ω) > 0.

Ver este resultado en [2], [10] y en [11]. En la condición b) el
śımbolo ′ indica derivación con respecto a ω, esta condición puede ser
reemplazada por la condición más débil:

b́) f i
′
(ω)f r(ω)− f i(ω)f r ′(ω) > 0, para algún ω0 ∈ R (14)

Por último presentamos el siguiente ejemplo que ilustra el Teorema 3.5.
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Ejemplo 4.5.

Verificar si el cuasipolinomio P(s) es Hurwitz estable

P (s) = d(s) + e−sT1n1(s) + e−sT2n2(s)

donde

d(s) = 1 + 15s+ 50s2 + 100s3 + 100s4 + 200s5 + 100s6 + 20s7

+5s8 + s9

n1(s) = 2 + 10s+ 50s2 + 50s3 + 100s4 + 15s5 + 10s6 + 10s7 + 3s8

n2(s) = 3 + 24s+ 55s2 + 130s3 + 131s4 + 51s5 + 35s6 + 22s7 + 2s8.

Con T1 = 1
10
, T2 = 3

10
, escribimos

d(jω) = de(ω) + jω do(ω) n1(jω) = ne
1(ω) + jω no

1(ω)

n2(jω) = ne
2(ω) + jω no

2(ω) P (jω) = Pr(ω) + j Pi(ω)

Aśı tenemos que

Pr(ω) = de(ω) + cos(ωT1) ne
1(ω)− ω sen(ωT1) no

1(ω)

+cos(ωT2) ne
2(ω)− ωsen(ωT2) no

2(ω)

Pi(ω) = ω do(ω) + ω cos(ωT1) no
1(ω)− sen(ωT1) ne

1(ω)

+ω cos(ωT2) no
2(ω) − sen(ωT2) ne

2(ω).

Las ráıces de Pr(ω) y Pi(ω) se alternan, por lo tanto, por el teore-
ma 3.5, el cuasipolinomio es Hurwitz.
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Constructibilidad relativizada y el

Axioma de Elección

Franklin C. Galindo Carlos A. Di Prisco

Resumen
El objetivo de este trabajo es presentar en un solo cuer-
po tres maneras de relativizar (o generalizar) el con-
cepto de conjunto constructible de Gödel que no sue-
len aparecer juntas en la literatura especializada y que
son importantes en la Teoŕıa de Conjuntos, por ejemplo
para resolver problemas de consistencia o independencia.
Presentamos algunos modelos resultantes de las diferen-
tes formas de relativizar el concepto de constructibili-
dad, sus propiedades básicas y algunas formas débiles
del Axioma de Elección válidas o no válidas en ellas.

Palabras clave: Constructibilidad, Axioma de Elección,
Forcing.

Clasificación de la AMS: Primary: 03E45, Secondary: 03E25, 03E35

1. Introducción

El objetivo de este trabajo es presentar en un solo cuerpo tres ma-
neras de relativizar (o generalizar) el concepto de conjunto constructi-
ble de Gödel que no suelen aparecer juntas en la literatura especializa-
da y que son importantes en la Teoŕıa de Conjuntos, por ejemplo para
resolver problemas de consistencia o independencia. Presentamos los
modelos resultantes de las diferentes formas de relativizar el concepto
de constructibilidad, sus propiedades básicas y algunas formas débiles
del Axioma de Elección válidas o no válidas en ellas. El orden de la
exposición es el siguiente: En la sección 2 presentamos algunos con-
ceptos preliminares y la clase de los conjuntos constructibles de Gödel
(L), la cual es un modelo transitivo de ZFC1 más la Hipótesis Gene-
ralizada del Continuo. En la sección 3, definimos para cada conjunto

1ZFC la Teoŕıa Axiomática de conjuntos de Zermelo-Fraenkel y el Axioma de
Elección. ZF es ZFC sin el Axioma de Elección
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A, un modelo transitivo L(A) de ZF. Tal modelo permite construir,
con la ayuda del forcing de Cohen el Modelo de Feferman, un modelo
transitivo de ZF que no satisface el Axioma de Elección y tal que A no
pertenece al mismo. En la sección 4 describimos, para cada conjunto
A, otro modelo transitivo L(A) de ZF. Dicho modelo permite constru-
ir, con la ayuda del forcing de Cohen, al Modelo Básico de Cohen, un
modelo transitivo de ZF que no satisface el Axioma de Elección y que
contiene a A como elemento. También este L(A) permite construir,
con la ayuda del forcing de Levy (el Colapso de Levy) y la hipótesis
“existe un cardinal inaccesible”, al Modelo de Solovay, un modelo tran-
sitivo de ZF más el Principio de Elección Dependiente, donde vale que
cualquier conjunto de reales es medible según Lebesgue (o Lebesgue
medible), tiene la propiedad de Baire y cada subconjunto de reales no
numerable contiene un subconjunto perfecto. En la sección 5 descri-
bimos, para cada conjunto A, al modelo L[A] de ZFC. Finalizamos
(sección 6) mencionando algunos problemas abiertos de la Teoŕıa de
Conjuntos relacionados con el tema.

2. La clase de los conjuntos constructibles de Gödel (L)

ZFC está constituida por los siguientes axiomas:

1. Axioma de Extensionalidad: Si X y Y son dos conjuntos que
tienen los mismos elementos, entonces ellos son iguales.

2. Axioma de pares: Si X y Y son dos conjuntos, entonces existe
un conjunto Y = {X, Y }, cuyos elementos son exactamente X
y Y .

3. Axioma de comprensión: Si P (X) es una propiedad bien definida,
entonces para cualquier conjunto X existe un conjunto Y =
{Z ∈ X : P (Z)}.

4. Axioma de la unión: Si X es un conjunto, entonces existe un
conjunto Y =

⋃
X, la unión de todos los elementos de X.

5. Axioma del conjunto potencia: Para todo conjunto X, existe un
conjunto Y = P (X), el conjunto de los subconjuntos de X.

6. Axioma del infinito: Existe un conjunto infinito.
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7. Axioma de reemplazo: Si F es una función definible, entonces
para cualquier conjunto X existe un conjunto Y = F (X) =
{F (x) : x ∈ X}.

8. Axioma de regularidad: Cualquier conjunto no vaćıo tiene un
elemento ∈-minimal.

9. Axioma de elección: Cualquier familia de conjuntos no vaćıos
tiene una función de elección.

ZF es la teoŕıa axiomática de conjuntos constitúıda por los axiomas
1-8. ZFC se puede presentar como una teoŕıa de primer orden, cuyo
lenguaje tiene como único śımbolo no lógico al relacional binario ∈.

Dada una fórmula ϕ(x) del lenguaje de ZFC decimos que la colec-
ción {x : ϕ(x)} es una clase. Hay clases que son conjuntos, en parti-
cular todo conjunto es una clase pues si x es un conjunto, entonces la
clase {z ∈ x : z = z} es un conjunto por el axioma de comprensión, y
x = {z ∈ x : z = z} por el axioma de extensionalidad. Sin embargo,
hay clases que no son conjuntos (clases propias), ya que el suponer
que son conjuntos implica una contradicción. A continuación damos
algunos ejemplos de ellas: Los ordinales, los cardinales, los conjuntos
bien fundamentados, el universo y los constructibles de Gödel (clase
definida por Gödel para probar la consistencia de ZF con el Axioma
de Elección y la Hipótesis Generalizada del continuo[11] ,[12] , [13] ).

Los ordinales (Ord) : Se dice que un conjunto x es transitivo si
∀z(z ∈ x → z ⊆ x). Un conjunto α es un ordinal si es transitivo y
está estrictamente bien ordenado por ∈, es decir, si es transitivo y el
par (α,∈α) es un buen orden estricto, donde ∈α= {(γ, δ) ∈ α × α :
γ ∈ δ}. Ord := {x : x es un ordinal}. Ord está estrictamente bien
ordenada por ∈. Sean α y β dos ordinales. Se define α < β ↔ α ∈ β.
La clase de los ordinales la podemos definir intuitivamente aśı: 0 :=
∅, 1 := {0},. . . ,n = {0, . . . , n − 1},. . . , ω := {0, 1, 2, 3, . . .} = N,
ω + 1 := {0, 1, 2, 3, . . . ;ω}, ω + 2 := {0, 1, 2, 3, . . . ;ω, ω + 1}, ω + 3 :=
{0, 1, 2, 3, . . . ;ω, ω + 1, ω + 2},. . . , ω + ω := {0, 1, 2, . . . ;ω, ω + 1, ω +
2, ω + 3, . . .},. . . . De esta forma se ve claramente que cada ordinal es
igual al conjunto de los ordinales que lo preceden. Un ordinal α es
sucesor si α = β + 1, para algún ordinal β. Por ejemplo: 5, ω + 1 y
ω + 2. Un ordinal es ĺımite si no es cero ni sucesor. Por ejemplo, ω y
ω + ω.
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Los cardinales (Card): Dos conjuntos v y w son equipotentes si
existe una función f : v −→ w que sea biyectiva. Un conjunto κ
es un cardinal si es un ordinal y no es equipotente a ningún ordinal
menor (Es decir, si no es equipotente a ninguno de sus elementos).
Card := {x : x es un cardinal}. Cada cardinal tiene la forma ℵα,
para algún ordinal α, pues la clase Card se puede definir por inducción
tranfinita en los ordinales de la siguiente forma:

ℵ0 := ω

ℵα+1 := (ℵα)+ := {β ∈ Ord : β es equipotente a

algún subconjunto deℵα}
ℵγ :=

⋃
β<γ

ℵβ, si γ es ĺımite

Card := {ℵα : α ∈ Ord}.

Un cardinal es sucesor si es de la forma ℵα+1 para algún ordinal α.
Por ejemplo ℵ1, ℵ2 y ℵ3. Y es ĺımite si es de la forma ℵγ, para algún
ordinal ĺımite γ. Por ejemplo ℵω y ℵω+ω.

Sean κ, η dos cardinales. κ ≤ η ↔ existe una función f : κ −→ η
que sea inyectiva. Sea x un conjunto. Se denotará por |x| al único
cardinal κ equipotente con x. Tal cardinal existe por el Axioma de
Elección. x es finito si existe un n ∈ ω tal que |x| = n. x es infinito si
no es finito. x es numerable si |x| ≤ ℵ0.

Cardinales regulares e inaccesibles: Sea α un ordinal ĺımite. Deci-
mos que β < α es cofinal con α si existe una función creciente f :
β −→ α tal que para todo ξ < α, existe un δ < β tal f(δ) ≥ ξ (es
decir, la imagen de f es no acotada en α). Dado α, la cofinalidad de α,
cof(α), es el menor ordinal cofinal con α. Con respecto a la cofinalidad
se cumple lo siguiente: cof(α) es el menor cardinal β tal que existe una
partición de α en β pedazos cada uno de los cuales tiene cardinalidad
estrictamente menor que α. Un cardinal infinito κ es regular si es igual
a su cofinalidad. Decimos que es singular en caso contrario. Ejemplos:
ω es regular y ℵω es singular. Se puede demostrar que para cada ordinal
α, el cardinal ℵα+1 es regular. Un cardinal κ es un ĺımite fuerte, si
para todo cardinal α < κ se tiene que 2α < κ. Un cardinal κ > ω
es fuertemente inaccesible (o simplemente inaccesible) si es regular y
ĺımite fuerte. Decimos que κ es débilmete inaccesible si es regular y
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ĺımite. Es conocido que la existencia de cardinales inaccesibles no se
puede demostrar en ZFC.

Los conjuntos bien fundamentados WF : Se define por inducción
transfinita en los ordinales aśı:

R0 := ∅
Rα+1 := P (Rα)

Rλ :=
⋃

β<λ
Rβ, λ ĺımite.

WF :=
⋃

α∈Ord

Rα.

Si x ∈ WF entonces el rango de x, ρ(x), es el menor ordinal α tal
que x ∈ Rα+1.

El universo (V): V := {x : x = x}. Por el Axioma de Funda-
mentación se tiene que V = WF .

Sea M una clase. M es transitiva si ∀z(z ∈ M → z ⊆ M). Ord
y WF son clases transitivas. Pero Card no es transitiva pues, por
ejemplo, los ℵα para α > 0 tienen como elementos ordinales que no son
cardinales. Ahora definiremos a la clase de los conjuntos constructibles,
pero antes daremos una definición previa que vamos a utilizar: Sea
A := 〈A,< fi >i∈I , < Rj >j∈J , < ak >k∈K〉 una estructura y LA un
lenguaje de primer orden para la misma. Decimos que un subconjunto
B ⊆ A es definible en A si existe una fórmula ϕ(x) del lenguaje LA

tal que B = {z ∈ A : A |= ϕ[z]}. Se dice que B es definible en A con
parámetros si existe fórmula ϕ(x, x1, . . . , xn) del lenguaje LA y existen
a1, . . . , an ∈ A tal que B = {z ∈ A : A |= ϕ[z, a1, . . . , an]}.

L se define intuitivamente usando inducción transfinita sobre los
ordinales de la siguiente manera [19] :

L0 := ∅
Lα+1 := {X ⊆ Lα : X es definible en(Lα,∈, 〈b : b ∈ Lα〉)}
Lλ :=

⋃
βελ

Lβ ; λ ĺımite

L :=
⋃

α∈Ord

Lα

Es claro que en el paso sucesor la expresión “X es definible en la
estructura 〈Lα,∈, 〈b : b ∈ Lα〉” supone que se tiene un lenguaje de
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primer orden con identidad, cuyos śımbolos no lógicos son: Un śımbolo
relacional binario ∈ para la relación de pertenencia ∈, y una constante
b para cada b ∈ Lα. Esta definición se puede formalizar en ZF, ver [19]
y [16].

Teorema 2.1. L es un modelo transitivo de ZF que contiene a los
ordinales.

Un demostración de este teorema puede encontrarse en [19] o [16].

Vale la pena resaltar que un importante resultado que es usado en
esta prueba es el Teorema de Reflexión, el cual enunciaremos luego de
la siguiente definición, y una prueba del mismo puede encontrarse en:
[19] o [16].

Sean M , N dos clases tal que M ⊆ N y ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula.
Se dice que ϕ(x1, . . . , xn) es absoluta para M y N si y sólo si,

∀x1 . . . ∀xn ∈M [(M,∈) |= ϕ(x1, . . . , xn)↔ (N,∈) |= ϕ(x1, . . . , xn)].

Teorema 2.2 (Teorema de Reflexión). Sea Z un clase, y para cada
ordinal α, Z(α) un conjunto. Supongamos que:

(1) α < β, entonces Z(α) ⊂ Z(β).

(2) Si γ es un ordinal ĺımite, entonces Z(γ) =
⋃
α<γ Z(α).

(3) Z =
⋃
α∈Ord Z(α).

Entonces: Para cualquier fórmulas ϕ1, . . . , ϕn,

∀α∃β > α(ϕ1, . . . , ϕn son absolutas paraZ(β), Z).

Teorema 2.3. L es un modelo del Axioma de Elección.

Una demostración de este resultado puede encontrarse en [19] o
[16]. La idea es definir un buen orden para L utilizando la definición
formal del mismo.

La Hipótesis Generalizada del Continuo, HGC, es la siguiente pro-
posición:

∀α ∈ Ord(2ℵα = ℵα+1).

La Hipótesis del Continuo (HC) es la HGC para el caso α = 0, es
decir, 2ℵ0 = ℵ1.

Teorema 2.4. L es un modelo de la HGC.
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Una prueba de este Teorema puede encontrarse en [19] o [16]. Tal
prueba usa el Axioma de Constructibilidad el cual afirma que todo
conjunto es constructible, es decir, ∀x∃α(x ∈ Lα). El Axioma de Cons-
tructibilidad se simboliza aśı: V = L. L |= V = L. Asumiendo V = L,
el caso base de la HGC, 2ℵ0 = ℵ1, se sigue del hecho de que cualquier
subconjunto constructible de ω es construido en algún paso numerable,
es decir, P (ω) ⊆ L(ω1). Dado que | L(ω1) |= ω1 se tiene que 2ℵ0 ≤ ℵ1.
Y como por el Teorema de Cantor se tiene que ℵ1 ≤ 2ℵ0 , se concluye
que 2ℵ0 = ℵ1. Un importante Teorema que se usa para la demostración
de que L |= HGC es el Teorema de Colapsamiento de Mostowski, el
cual enunciamos a continuación luego de la siguiente definición:

Sean R una relación binaria sobre una clase A. R es bien fun-
damentada sobre A si y sólo si para todo conjunto X ⊆ A : X 6=
∅ → ∃y ∈ X(∀z ∈ X((z, y) 6∈ R)). El y anterior se llama R-mı́ni-
mal en X. R es semejante a un conjunto sobre A si y sólo si ∀x ∈ A,
{y ∈ A : (y, x) ∈ R} es un conjunto. R es extensional sobre A si y sólo
si ∀x, y ∈ A(∀z ∈ A(zRx↔ zRy)→ x = y).

Teorema 2.5 (Teorema del Colapsamiento de Mostowski). Sea A una
clase y R una relación binaria sobre A tal que R es bien fundamentada,
semejante a un conjunto y extensional. Entonces existe una clase tran-
sitiva M y una función biyectiva G : A −→M tal que G es un isomor-
fismo entre (A,R) y (M,∈), es decir, ∀x, y ∈ A[xRy ↔ G(x) ∈ G(y)].
M y G son únicas.

Una prueba de este Teorema puede encontrarse en [19] o [16].

3. Primera relativización del concepto de conjunto cons-
tructible de Gödel (L(A))

Sea A un conjunto. Se define intuitivamente a la clase L(A) por
inducción en los ordinales aśı:

Definicion 3.1.

L0(A) := ∅
Lα+1(A) := {X ⊆ Lα(A) : X es definible en la estructura

〈Lα(A),∈, 〈a ∩ Lα(A) : a ∈ A〉, 〈d : d ∈ Lα(A)〉〉}
Lλ(A) :=

⋃
β∈λ

Lβ(A) , λ ĺımite
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L(A) :=
⋃

α∈Ord

Lα(A)

Es claro que en el paso sucesor la expresión “X es definible en la
estructura 〈Lα(A),∈, 〈a ∩ Lα(A) : a ∈ A〉, 〈d : d ∈ Lα(A)〉〉” supone
que se tiene un lenguaje de primer orden con identidad, cuyos śımbolos
no lógicos son: Una constante d para cada d ∈ Lα(A), un śımbolo de
relación unario Pa por cada conjunto a ∩ Lα(A), donde a ∈ A; y un
śımbolo relacional binario ∈ para la relación de pertenencia ∈. Una
formalización de la definición de L(A) en ZF puede hacerse siguiendo
las ideas expuestas por [19] para formalizar el concepto de L.

Teorema 3.2. L(A) es un modelo transitivo de ZF que contiene los
ordinales.

Una prueba de este resultado se puede hacer de manera similar a
la que realiza [19] para demostrar que L es un modelo transitivo de
ZF que contiene a los ordinales.

Teorema 3.3. Si A es transitivo, entonces A ⊆ L(A).

Una prueba de este resultado puede hacerse por inducción en el
rango (en V ) de A (ρ(A)). Esto implica que si A es un conjunto tran-
sitivo, entonces L(A) es el menor modelo transitivo de ZF que contiene
a los ordinales y a A.

3.1. Con L(A) y el forcing de Cohen que agrega infinitos
reales genéricos se pueden construir modelos tipo Fe-
ferman

Denotamos por N<ω al conjunto de todas las sucesiones finitas de
núneros naturales, es decir, N<ω :=

⋃
n∈NNn, donde Nn := {s : s :

n −→ N}. Denotamos por N∞ al conjunto de todas las sucesiones de
números naturales, es decir, N∞ := {f : f : N −→ N}. Considere-
mos el espacio topológico (N∞, t1), donde t1 es la topoloǵıa generada
por los conjuntos básicos de la forma Us := {f ∈ N∞ : s ⊆ f},
donde s ∈ N<ω. Es decir, t1 es la topoloǵıa producto de N∞ que se
obtine al dotar a N con la topoloǵıa discreta. El espacio (N∞, t1) se
denomina Espacio de Baire. Denotamos por 2N al conjunto de todas
las sucesiones de ceros y unos, es decir, 2N := {f : f : N −→ 2}.
2N ⊆ N∞ y con la topoloǵıa producto heredada de N∞ se denomina
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Espacio de Cantor. Denotamos por N[∞] a la familia de todos los sub-
conjuntos infinitos de N. Consideremos el espacio topológico (N[∞], t2),
donde t2 es la topoloǵıa generada por los conjuntos básicos de la forma
Ua := {X ∈ N[∞] : a @ X}, donde a es un subconjunto finito de N
y @ es la relación de segmento inicial. Es conocido que los espacios
N∞ y N[∞] son homeomorfos [6]. También que ellos son homeomorfos a
los irracionales, considerados como un subespacio del conjunto de los
números reales R [16]. Todos los espacios mencionados, N∞, 2N ,N[∞]

y R tienen la misma cardinalidad(2ℵ0) y son espacios polacos, es decir,
espacios métricos, separables y completos [16]. A los elementos de los
espacios N∞, 2N y N[∞] nosotros también los llamamos números reales.

Presentación intuitiva del Método de forcing, una técnica para
construir modelos: Sea (P,≤) un orden parcial. D ⊆ P es denso en P
si y sólo si ∀p ∈ P∃q ∈ D(q ≤ p). G ⊆ P es un filtro sobre P si y sólo
si: (1) ∀p, q ∈ G∃r ∈ G(r ≤ p ∧ r ≤ q) y (2) ∀p ∈ G∀q ∈ P (p ≤ q →
q ∈ G). Sean M un modelo transitivo de ZFC y P ∈M un orden par-
cial. G es un filtro P -genérico sobre M si y sólo si G es un filtro
sobre P y para todo denso D ⊆ P : Si D ∈M→ G ∩D 6=∅. Sean M
un modelo transitivo de ZFC, P ∈M un orden parcial y G un fil-
tro P -genérico sobre M . Entonces M [G], la extensión genérica de M ,
es el menor modelo transitivo de ZFC que es cerrado bajo las ope-
raciones usuales de la Teoŕıa de Conjuntos y contiene a M ∪ {G}.
(en este caso M se llama modelo base). Cuando el orden parcial P
satisface que ∀p ∈ P ∃ q, r ∈ P (q ≤ p ∧ r ≤ p ∧ q ⊥ r), entonces
G 6∈ M . Donde q ⊥ r significa que q y r son incompatibles, es decir,
¬∃s ∈ P (s ≤ q ∧ s ≤ r). Es decir, cuando P tiene la condición antes
descrita el nuevo modelo M [G] es una extensión propia del modelo
base M , por ejemplo, M [G] puede tener números reales que no estan
en M y en este caso se dice que el orden parcial P (o el forcing P )
agrega nuevos reales a M . Un ejemplo de un orden parcial que agrega
nuevos números reales al modelo base es el forcing de Cohen, el cual
definiremos a continuación.

Forcing de Cohen que agrega un real al modelo base: El forcing de
Cohen es el orden parcial (C,≤) donde C es el conjunto de todas las
secuencias finitas de ceros y unos. Y p ≤ q ↔ p ⊇ q. Sea G un C-
genérico sobre un modelo transitivo M de ZFC. Entonces, f = ∪G ∈
M [G] y f : ω −→ 2 se llama real de Cohen. Sea a := {n : f(n) = 1}.
El conjunto a también es llamado un real de Cohen, y se cumple que
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M [G] = M [f ] = M [a], porque G puede ser recuperado a partir de f ,
G = {p ∈ C : p ⊂ f}. C también se puede definir como el conjunto de
todas las secuencias finitas de números naturales. Con el mismo orden
anterior, es decir, p ≤ q ↔ p ⊇ q. En este caso si H es un C-genérico
sobre un modelo transitivo M de ZFC, entonces la función g : ω −→ ω
tal que g = ∪H es también llamada un real de Cohen. Y se cumple
que M [G] = M [f ] = M [a] = M [H] = M [g]. El forcing de Cohen C se
puede generalizar para agregar una cantidad infinita (α ≥ ω) de reales
genéricos. Una manera de hacerlo es la siguiente: Sea M un modelo
transitivo de ZFC. Sea (Cα,≤) el siguiente orden parcial:

Cα := {p :| p |< ω ∧ p ⊆ α× ω × 2}.

p ≤ q ↔ q ⊆ p

Sea G un Cα-genérico sobre M y M [G] la extensión genérica resul-
tante. Tal forcing agrega la función F :=

⋃
G = α× ω −→ 2. La cual

permite definir α nuevos reales genéricos de la siguiente forma: Para
cada β < α definimos la función fα : ω −→ 2 aśı: fα(n) := F (β, n),
para cada n ∈ ω. Los α nuevos reales genéricos también pueden ser
definidos de la siguiente manera: Sea β ∈ α. Se define,

aβ := {m ∈ ω : ∃p ∈ G(p(β,m) = 1)}.

Los aβ asi definidos son subconjuntos de ω y estan en M [G]. Obvia-
mente los fβ son las funciones caracteŕısticas de los aβ. A la extensión
M [G] la denotamos a veces por M [{aβ : β < α}] para resaltar los
reales genéricos que agregamos.

Sea L la clase de los conjuntos constructibles. Y sea L[G] la exten-
sión genérica de L que se obtiene utilizando el forcing de Cohen que
agrega ℵ0 nuevos reales genéricos (Cℵ0). Sea A el conjunto de dichos ℵ0

reales genéricos, entonces L(A) en L[G] es el Modelo de Feferman. El
Modelo de Feferman es un modelo transitivo de ZF que contiene a los
ordinales y tiene las siguientes dos propiedades: A 6∈ L(A) y L(A) no
satisface el Axioma de Elección [9] , [17]. Estos resultados se enuncian
en forma de teorema a continuación:

Teorema 3.1.1. A 6∈ L(A).

Teorema 3.1.2. L(A) no satisface el Axioma de Elección.



Constructibilidad relativa y Axioma de Elección 33

En [15] puede encontrarse una lista de versiones débiles del Axio-
ma de Elección válidas en el Modelo de Feferman. También se puede
encontrar en [15] una lista de formas débiles que no son válidas en el
mismo. Dentro de las no válidas se encuentra por ejemplo el Teorema
del Ideal Primo: Toda álgebra booleana tiene un ideal primo (o todo
filtro se puede extender a un ultrafiltro) [9]. Es conocido que el Teore-
ma del Ideal Primo es equivalente al Teorema de Compacidad (si cada
subconjunto finito de Σ tiene un modelo, entonces Σ tiene un mode-
lo) y al Teorema de Completitud (si Σ es un conjunto consistente de
sentencias, entonces Σ tiene un modelo) de la Lógica de Primer Orden
[17].

4. Segunda manera de relativizar el concepto de conjunto
constructible de Gödel (L(A))

Sea A un conjunto. Se define intuitivamente otra clase L(A) por
inducción en los ordinales aśı:

Definicion 4.1.

L0(A) := CT ({A})
Lα+1(A) := {X ⊆ Lα(A) : X es definible en la estructura

〈Lα(A),∈, 〈d : d ∈ Lα(A)〉〉}
Lλ(A) :=

⋃
β∈λ

Lβ(A) , λ ĺımite

L(A) :=
⋃

α∈Ord

Lα(A)

Es claro que en el paso sucesor la expresión “X es definible en
la estructura 〈Lα(A),∈, 〈d : d ∈ Lα(A)〉〉” supone que se tiene un
lenguaje de primer orden con identidad, cuyos śımbolos no lógicos
son: Una constante d para cada d ∈ Lα(A) y un śımbolo relacional
binario ∈ para la relación de pertenencia ∈. Una formalización de la
definición de L(A) en ZF puede darse siguiendo las ideas expuestas en
[19] para el caso de L.

Teorema 4.2. L(A) es un modelo transitivo de ZF que contiene los
ordinales.

Como en el caso anterior, la prueba es similar a la que se realiza en
[19] para demostrar que L es un modelo transitivo de ZF que contiene
a los ordinales.
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A ⊆ L(A). Esto ocurre por construcción e implica que L(A) es el
menor modelo transitivo de ZF que contiene a los ordinales y a A.

4.2. Con L(A) y el forcing de Cohen que agrega ℵ0 reales
genéricos se puede construir el Modelo Básico de Cohen

Sea L la clase de los conjuntos constructibles. Y sea L[G] la ex-
tensión genérica de L que se obtiene utilizando el forcing de Cohen
que agrega ℵ0 nuevos reales genéricos (Cℵ0). Sea A el conjunto de di-
chos ℵ0 reales genéricos, entonces L(A) en L[G] es el Modelo Básico
de Cohen. Este es un modelo transitivo de ZF que contiene a los or-
dinales y tiene las siguientes dos propiedades:A ∈ L(A) y L(A) no
satisface el Axioma de Elección. Una prueba de que L(A) no satisface
el Axioma de Elección usa argumentos de simetŕıa y puede realizarse
procediendo análogamente a como se hace en [16] , páginas 221-223.
Entre las versiones débiles del AE que satisface el Modelo Básico de
Cohen se encuentra el Teorema del Ideal Primo[10]. Otra versión débil
del AE válida en el Modelo Básico de Cohen es: Cualquier familia de
conjuntos bien ordenables no vaćıos, tiene una función de elección[17].

Otra forma débil del AE es el Teorema de Ramsey, el cual afirma
que cualquier conjunto infinito X tiene la siguiente propiedad: Para
cualquier partición del conjunto [X]2 := {{a, b} : a, b ∈ X} en dos
pedazos, existe un subconjunto infinito Y de X tal que [Y ]2 está in-
cluido en una de las piezas de la partición. El Teorema de Ramsey es
falso en el modelo Básico de Cohen [3]. Una lista de versiones débiles
del Axioma de elección válidas en el Modelo Básico de Cohen puede
encontrarse en [15]. También se puede encontrar en [15] otra lista de
versiones débiles del AE que no son válidas en tal modelo.

4.3. Con L(A) y el Colapso de Lévy más la hipótesis de
que existen cardinales inaccesibles se puede construir
el Modelo de Solovay

El siguiente teorema nos ofrece una técnica para colapsar un car-
dinal aplicando forcing:

Teorema 4.3.1. Sea κ un cardinal regular y λ > κ otro cardinal.
Entonces existe un orden parcial (P,<) que colapsa a λ onto κ, es
decir, (P,<) agrega una fución sobreyectiva de κ en λ, por lo que λ
tiene cardinalidad κ en la extensión genérica. Más todav́ıa:
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(a) Cualquier cardinal α ≤ κ en el modelo base M sigue siendo un
cardinal en M[G]; y

(b) Si λ<κ = λ, entonces cualquier α > λ sigue siendo un cardinal
en M[G]. Donde λ<κ :=

⋃
{λα : α < λ}.

Una demostración de este teorema puede encontrarse en [16]. El
orden parcial (P,<) utilizado es el siguiente:

P es el conjunto de todas las funciones p tal que:
(i) dom(p) ⊆ κ y | dom(p) |< κ,
(ii) ran(p) ⊆ λ.
Y el orden < es: p < q si y sólo si p ⊇ q.

La técnica anterior nos dice como colapsar un cardinal λ en un car-
dinal regular menor κ. Lévy nos presenta una técnica de colapsamiento
de los cardinales menores que un cardinal inaccesible λ preservando
a λ, aśı λ es un cardinal sucesor en la extensión genérica. Esto es el
contenido del siguiente teorema:

Teorema 4.3.2. Sea κ un cardinal regular y λ > κ un cardinal inac-
cesible. Entonces existe un orden parcial (P,<) tal que:

(a) Cualquier α, κ ≤ α < λ, tiene cardinal κ en M[G], y
(b) Cualquier cardinal ≤ κ y cualquier cardinal ≥ λ siguen siendo

cardinales en M[G].
En particular M [G] |= λ = κ+.

Una demostración de este teorema puede encontrarse en [16]. El
orden parcial (P,<)(se denota Col(κ,< λ)) utilizado es el siguiente:

P son todas las funciones p cuyo dominio esta contenido en λ× κ
tal que:

(i) | dom(p) |< κ,
(ii) p(α, ξ) < α para cada (α, ξ) ∈ dom(p).

Conjuntos proyectivos y borelianos [2] : Una fórmula del lenguaje
de la teoŕıa de conjuntos es

∑1
n si es de la forma:

∃x1∀x2∃x3 . . . ψ(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym),

donde los cuantificadores ∃x1∀x2∃x3 . . . tienen rango sobre N∞(es de-
cir: ∃x1 ∈ N∞∀x2 ∈ N∞∃x3 ∈ N∞ . . .), y1, . . . , ym son variables libres
que toman valores en N∞, y todos los cuantificadores de ψ tienen rango
sobre ω.
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Una fórmula es
∏1

n si es la negación de una fórmula
∑1

n.
Una fórmula es proyectiva si es

∑1
n o

∏1
n, para algún número

natural n.
Decimos que un conjunto A ⊆ N∞ es proyectivo si y sólo si existe

una fórmula
∑1

n o
∏1

n, ϕ(x, y1, . . . , ym), y a1, . . . , am ∈ N∞, tal que
A = {b ∈ N∞ : ϕ(x, a1, . . . , am)}. Un conjunto proyectivo B ⊆ N∞
es boreliano si es definible con una fórmula

∑1
1 y también es definible

con una fórmula
∏1

1.

Sea κ un cardinal inaccesible en L. Y sea L[G] la extensión genérica
de L que se obtiene usando el Colapso de Lévy: Col(ℵ0, < κ). En
L[G] todo conjunto proyectivo de reales es medible Lebesgue, tiene
la propiedad de Baire, y si es no numerable, entonces contiene un
subconjunto perfecto[22]. Sea L(R) en L[G](L(R) es llamado el Modelo
de Solovay), donde R son los reales en L[G]. Entonces L(R) satisface
ZF, más el Principio de Elección Dependiente(DC), más “cualquier
conjunto de reales es medible Lebesgue, tiene la propiedad de Baire
y cada subconjunto de reales no numerable contiene un subconjunto
perfecto”[22]. El Principio de Elección Dependiente es la versión débil
del AE que afirma lo siguiente: Si E es una relación binaria sobre un
conjunto no vaćıo A, y si para cualquier a ∈ A existe un b ∈ A tal
que bEa, entonces existe una secuencia a0, a1, a2, . . . , an, . . . en A tal
que: an+1Ean, para todo n ∈ N. DC implica El Axioma de Elección
Numerable (Cualquier familia numerable de conjuntos no vaćıos tie-
ne una función de elección). En [15] se puede encontrar una lista de
formas débiles del Axioma de Elección que valen en el modelo de
Solovay. También se puede encontrar otra lista de formas débiles que
no valen en el mismo.

5. Tercera manera de relativizar el concepto de conjunto
constructible de Gödel (L[A])

Definición intuitiva de L[A]:
Sea A un conjunto. Se define intuitivamente a la clase L[A] por

inducción sobre los ordinales aśı:

Definicion 5.1.

L0[A] := ∅
Lα+1[A] := {X ⊆ Lα[A] : X es definible en la estructura

〈Lα[A],∈, A ∩ Lα[A], 〈d : d ∈ Lα[A]〉〉}
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Lλ[A] :=
⋃
β∈λ

Lβ[A] , λ ĺımite

L[A] :=
⋃

α∈Ord

Lα[A]

Es claro que en el paso sucesor la expresión “X es definible en la
estructura 〈Lα[A],∈, A∩Lα[A], 〈d : d ∈ Lα[A]〉〉” supone que se tiene
un lenguaje de primer orden con identidad, cuyos śımbolos no lógicos
son: Una constante d para cada d ∈ Lα[A], un śımbolo de relación
unario P para el conjunto A ∩ Lα[A], y un śımbolo relacional binario
∈ para la relación de pertenencia ∈. Una formalización de L[A] en ZF
puede hacerse siguiendo las ideas expuestas en [19] para L.

Teorema 5.2. L(A) es un modelo transitivo de ZF que contiene los
ordinales.

Como en los casos anteriores la prueba es similar a la que se realiza
para demostrar que L es un modelo transitivo de ZF que contiene a
los ordinales.

Teorema 5.3. L[A] satisface el Axioma de Elección.

Una prueba puede realizarse de manera análoga a como se hace en
[19] o [16] para L.

Otras propiedades de L[A] se expresan a partir del siguiente teo-
rema, una prueba del mismo puede encontrarse en [16] :

Teorema 5.4. (i) L[A] satisface el Axioma ∃X(V = L[X]).
(ii) Si M es un modelo transitivo de ZF que contiene a los ordinales

y tal que A ∩M ∈M , entonces L[A] ⊆M.
(iii) Existe un ordinal α0 tal que para todo α ≥ α0,

L[A] |= 2ℵα = ℵα+1.

6. Algunos problemas abiertos de la teoŕıa de conjuntos que
tienen relación con este tema

1. Definición de la Propiedad de Ramsey: Para toda (partición)
F : N[∞] −→ 2 existe un conjunto infinito H ⊆ N tal que F
es constante en H [∞]. La Propiedad de Ramsey se denota aśı:
ω → (ω)ω. Es conocido que esta propiedad es falsa si vale el
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Axioma de Elección [5] y que Mathias probó que en el Modelo
de Solovay vale la misma [20], de esta forma demostró que si
ZFC + “existe un cardinal inaccesible” es consistente, también
es consistente ZF + DC + ω → (ω)ω.

Problema [18]:

¿ Se puede eliminar la hipótesis de la existencia del cardinal in-
accesible para probar la consistencia de la propiedad de Ramsey
con ZF?. Es decir, ¿ se puede construir un modelo para ZF +
ω → (ω)ω utilizando solamente ZFC ?.

2. (Carlos Di Prisco) ¿ ω → (ω)ω es compatible con ℵ1 ≤ 2ℵ0?,
donde ℵ1 ≤ 2ℵ0 es una versión débil del AE que significa: Existe
una función inyectiva de ℵ1 en el conjunto de los números reales
R.

Para fianlizar, podemos mencionar que es conocido por los trabajos
de K. Gödel [11] y P. Cohen [4] que la Hipótesis del Continuo (HC)
es independiente de ZFC. Pero desde una perspectiva platonista de
la matemática, la HC es una proposición verdadera o falsa, entonces
sigue abierto el problema sobre cómo aumentar el poder deductivo de
ZFC agregando nuevos axiomas para determinar cuál es el cardinal
del continuo [8], [14].
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tad de Ciencias de la Universidad Central de Venezuela, Caracas,
2001.

[7] Di Prisco, C., Mathematics versus metamathematics in Ramsey
theory of the real numbers, Logic, Methology and Phylosophy of
Science, Proccedings of the twelfth International Congress, (Petr
Hajek, Luis Valdes-Villanueva, Dag Westerstalhl. Eds), Kings
College Publications, London, 2005.

[8] Di Prisco, C., Are we closer to a solution of the antinuum prob-
lem?, Manuscrito - Rev. Int. Fil., 28, No.2, Campinas, 2005, 331-
350.

[9] Feferman, S., Some applications of notion of forcing and generic
sets , Fundamenta Mathematicae, 56, 1964/65, 325-345.
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del continuo , Obras Completas, Gödel, K., Alianza, Madrid,
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Resumen
Sean A y C dos R-módulos. Se definirá una operación
binaria + en Ext(C, A), el conjunto de clases de equi-
valencia de extensiones de A por C, de tal modo que
(Ext(C, A),+) sea un grupo abeliano y cuyo elemento
identidad sea la clase de equivalencia de la extensión
B = A ⊕ C.

Palabras clave: Funtor Ext, extensiones of módulos, clases de
equivalencia de extensiones.

Clasificación de la AMS: 13D07, 18G15, 20J05, 20K40

1. Introducción

Sea R un anillo conmutativo con elemento unitario. Considere la
sucesión exacta

0 → A
α→ B

β→ C → 0

de R-homomorfismos. Ésta da lugar a una sucesión exacta de homo-
morfismos de grupos abelianos

0 → HomR(C, D)
β′
→ HomR(B, D)

α′
→ HomR(A, D)

para cualquier R-módulo D, donde el homomorfismo α′ no es suprayec-
tivo en general. En forma equivalente, los homomorfismos de A en D
no se pueden “levantar”, en general, a homomorfismos de B en D.
Una técnica del álgebra homológica permite extender estas sucesiones
exactas en forma natural: mediante el funtor Ext se puede lograr una
sucesión exacta infinita

· · · → Extn
R(C, D) → Extn

R(B, D) → Extn
R(A, D) → Extn+1

R (C, D) → · · ·

que comienza con

0 → Ext0
R(C, D) → Ext0

R(B, D) → Ext0
R(A, D) → Ext1

R(C, D) → · · ·
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y donde Ext0
R(−, D) = HomR(−, D). Los grupos Ext1

R(−, D) propor-
cionan una estimación del conjunto de homomorfismos de A en D que
no se pueden extender a B. En esta nota construiremos Ext1

R(C,A)
con todo cuidado y comprobaremos que efectivamente es un grupo
abeliano. Escribiremos simplemente Ext(C,A) en lugar de Ext1

R(C,A).
Dados dos módulos A y B, escribiremos A ≤ B para denotar que A
es un submódulo de B.

2. Preliminares

Definición 2.1. Una extensión de A por C es una sucesión exacta

corta E : 0→ A
α→ B

β→ C → 0 de homomorfismos.

Definición 2.2. Dada una extensión E : 0 → A
α−→ B

β−→ C → 0,
decimos que α (respectivamente β) se escinde si existe un homomor-
fismo σ : B → A (respectivamente ρ : C → B) tal que σ ◦ α = 1A
(respectivamente β ◦ ρ = 1C). Decimos que σ (respectivamente ρ) es
una escisión de α (respectivamente β). Si α o β se escinde, decimos
que E es una extensión escindible (o que se escinde).

Proposición 2.3. Dada la extensión E : 0→ A
α−→ B

β−→ C → 0, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) α se escinde;

(b) β se escinde;

(c) existe un isomorfismo B ∼= A⊕ C tal que el diagrama

0 −−−→ A
α−−−→ B

β−−−→ C −−−→ 0∥∥∥ ∼=
y ∥∥∥

0 −−−→ A
ι−−−→ A⊕ C π−−−→ C −−−→ 0

es conmutativo, donde ι es la inyección y π es la proyección.

Demostración. (a) ⇒ (c). Supongamos que existe σ : B → A tal que
σ ◦ α = 1A. Consideremos el homomorfismo θ : B → A⊕ C dado por
θ(b) = (σ(b), β(b)). Sea b ∈ B tal que θ(b) = (0, 0), es decir, σ(b) = 0
y β(b) = 0. Se sigue que existe a ∈ A tal que α(a) = b, por lo que
a = σ(α(a)) = σ(b) = 0, es decir, b = α(0) = 0 y por lo tanto, θ es un
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monomorfismo. Sea (a, c) ∈ A ⊕ C. Por ser β un epimorfismo, existe
b ∈ B tal que β(b) = c. Entonces

θ(b− α(σ(b)− a)) = (σ(b− α(σ(b)− a)), β(b− α(σ(b)− a)))

= (σ(b− α(σ(b)) + α(a)), β(b)− β(α(σ(b)− a)))

= (σ(b)− σ(α(σ(b))) + σ(α(a)), β(b))

= (a, c),

por lo que θ es un epimorfismo. Por lo tanto, θ es un isomorfismo.
Además, θ ◦ α = ι y π ◦ θ = β.

(b) ⇒ (c). Supongamos que existe ρ : C → B tal que β ◦ ρ = 1C .
Consideremos el homomorfismo ζ : A ⊕ C → B dado por ζ(a, c) =
α(a) + ρ(c). Sea (a, c) ∈ A ⊕ C tal que ζ(a, c) = 0, es decir, ρ(c) =
−α(a). Se sigue que c = β(ρ(c)) = β(−α(a)) = 0, y por ser α un
monomorfismo, −α(a) = ρ(0) = 0 implica que a = 0, por lo que
(a, c) = (0, 0). Por lo tanto, ζ es un monomorfismo. Sea b ∈ B. Note-
mos que b − ρ(β(b)) ∈ ker β = Imα. Esto implica que existe a ∈ A
tal que α(a) = b− ρ(β(b)), por lo que b = α(a) + ρ(β(b)) = ζ(a, β(b))
y entonces ζ es un epimorfismo. Por lo tanto, ζ es un isomorfismo.
Además, ζ ◦ ι = α y β ◦ ζ = π.

(c)⇒ (a) y (b). Sean ι′ : C → A⊕C y π′ : A⊕C → A la inclusión
y la proyección respectivamente. Si θ : B → A⊕C es un isomorfismo,
θ ◦ α = ι y π ◦ θ = β, entonces σ = π′ ◦ θ y ρ = θ−1 ◦ ι′ satisfacen
σ ◦ α = π′ ◦ ι = 1A y β ◦ ρ = π ◦ ι′ = 1C .

Definición 2.4. Dos extensiones E : 0 → A
α→ B

β→ C → 0 y

E ′ : 0 → A
α′→ B′

β′→ C → 0 de A por C son equivalentes si existe
un isomorfismo ψ : B → B′ tal que α′ = ψ ◦ α y β = β′ ◦ ψ.

0 −−−→ A
α−−−→ B

β−−−→ C −−−→ 0∥∥∥ ψ

y ∥∥∥
0 −−−→ A

α′−−−→ B′
β′−−−→ C −−−→ 0

Es de rutina comprobar que la relación “ser equivalentes” en el
conjunto de extensiones de A por C es una relación de equivalencia.

Definición 2.5. Ext(C,A) es el conjunto de clases de equivalencia de
las extensiones de A por C.
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Denotaremos por [E] a la clase de equivalencia de la extensión E.

Corolario 2.6. Cualesquiera dos extensiones escindibles de A por C
son equivalentes.

Demostración. Sean E : 0 → A
α→ B

β→ C → 0 y E ′ : 0 → A
α′→

B′
β′→ C → 0 dos extensiones escindibles de A por C. Por la Proposi-

ción 2.3 existen dos isomorfismos θ1 : B → A⊕ C y θ2 : A⊕ C → B′

tales que θ1 ◦ α = ι, π ◦ θ1 = β, θ2 ◦ ι = α′ y β′ ◦ θ2 = π, por lo que
θ2 ◦ θ1 : B → B′ es un isomorfismo tal que θ2 ◦ θ1 ◦ α = θ2 ◦ ι = α′ y
β′ ◦ θ2 ◦ θ1 = π ◦ θ1 = β, y por lo tanto, [E] = [E ′].

Dado que la extensión E0 : 0 → A
ι→ A ⊕ C

π→ C → 0 es
escindible, se cumple que [E] = [E0] para toda extensión escindible E.

Proposición 2.7. (a) Dada una extensión E : 0→ A
α→ B

β→ C → 0
de A por C y un homomorfismo λ : A → A′, existe una extensión

E ′ : 0 → A′
α′→ B′

β′→ C → 0 de A′ por C y un homomorfismo
µ : B → B′ tales que el diagrama

0 −−−→ A
α−−−→ B

β−−−→ C −−−→ 0

λ

y µ

y ∥∥∥
0 −−−→ A′

α′−−−→ B′
β′−−−→ C −−−→ 0

es conmutativo.

(b) Si E ′′ : 0 → A′
α′′→ B′′

β′′→ C → 0 y µ′ : B → B′′ cumplen las
condiciones anteriores, entonces [E ′] = [E ′′], y el isomorfismo resul-
tante ψ : B′ → B′′ cumple ψ ◦ µ = µ′.

(c) Si [E] = [F ], entonces [E ′] = [F ′].

Demostración. (a) Consideremos el submódulo

K = { (λ(a),−α(a)) | a ∈ A }

de A′ ⊕B, y definamos B′ = (A′ ⊕B)/K, α′(a′) = (a′, 0) +K,
β′((a′, b) +K) = β(b) y µ(b) = (0, b) +K para todo a′ ∈ A′, b ∈ B.

(i) α′ es un monomorfismo. Es claro que α′ es un homomorfismo.
Sea a′ ∈ A′ tal que α′(a′) = 0+K, es decir, (a′, 0) ∈ K. Entonces
existe a ∈ A tal que (a′, 0) = (λ(a),−α(a)). Dado que α es
monomorfismo, −α(a) = 0 implica a = 0. Por lo tanto, a′ =
λ(a) = λ(0) = 0.
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(ii) β′ un es epimorfismo. Es claro que β′ es un homomorfismo.
Además, dado que β es epimorfismo, se sigue inmediatamente
que β′ también lo es.

(iii) E ′ es exacta en B′. Si a′ ∈ A′, entonces

β′(α′(a′)) = β′((a′, 0) +K) = β(0) = 0,

es decir, Imα′ ⊆ ker β′. Por otro lado, si (a′, b) + K ∈ ker β′,
entonces b ∈ ker β = Imα, por lo que existe a ∈ A tal que
α(a) = b. Ahora notemos que

(a′, b) +K = (a′, α(a)) +K

= (a′ + λ(a), 0) + (−λ(a), α(a)) +K

= (a′ + λ(a), 0) +K

= α′(a′ + λ(a)).

Se sigue que ker β′ ⊆ Imα′. Por lo tanto, Imα′ = ker β′.

Lo anterior demuestra que E ′ : 0 → A′
α′→ B′

β′→ C → 0 es una
extensión de A′ por C.

(iv) µ hace conmutar el diagrama

µ(α(a)) = (0, α(a)) +K

= (0, α(a)) + (λ(a),−α(a)) +K

= (λ(a), 0) +K

= α′(λ(a)),

y

β′(µ(b)) = β′((0, b) +K)

= β(b).

(b) Ahora sea E ′′ : 0 → A′
α′′→ B′′

β′′→ C → 0 otra extensión de A′

por C y sea µ′ : B → B′′ tal que α′′ ◦ λ = µ′ ◦ α y β′′ ◦ µ′ = β. Sea
ψ : B′ → B′′ dada por ψ((a′, b) +K) = α′′(a′) + µ′(b). Claramente, ψ
es un homomorfismo.
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(i) ψ es un monomorfismo. Si ψ((a′, b) +K) = 0, entonces α′′(a′) =
−µ′(b), por lo que −β(b) = −β′′(µ′(b)) = β′′(α′′(a′)) = 0. Esto
significa que b ∈ ker β = Imα, por lo que existe a ∈ A tal
que α(a) = b. Se sigue que α′′(a′) = −µ′(b) = −µ′(α(a)) =
µ′(α(−a)) = α′′(λ(−a)), y dado que α′′ es monomorfismo, a′ =
λ(−a). Por lo tanto, (a′, b)+K = (λ(−a),−α(−a))+K = 0+K.

(ii) ψ es un epimorfismo. Si b′′ ∈ B′′, entonces β′′(b′′) ∈ C; al ser
β epimorfismo, existe b ∈ B tal que β(b) = β′′(b′′), y dado que
β′′ ◦ µ′ = β, β(b) = β′′(µ′(b)) = β′′(b′′), es decir, b′′ − µ′(b) ∈
ker β′′ = Imα′′. Se sigue que existe a′ ∈ A′ tal que α′′(a′) =
b′′ − µ′(b). Por lo tanto, ψ((a′, b) +K) = α′′(a′) + µ′(b) = b′′.

(iii) ψ(α′(a′)) = ψ((a′, 0) + K) = α′′(a′) + µ′(0) = α′′(a′), es decir,
ψ ◦ α′ = α′′; β′′(ψ((a′, b) + K)) = β′′(α′′(a′)) + β′′(µ′(b)) = 0 +
β(b) = β′((a′, b) +K), es decir, β′′ ◦ ψ = β′.

Por lo tanto, [E ′] = [E ′′]. Además, ψ(µ(b)) = ψ((0, b) +K) = α′′(0) +
µ′(b) = µ′(b), es decir, ψ ◦ µ = µ′.

(c) Por último, sean E : 0 → A
α→ B

β→ C → 0 y F : 0 →
A

γ→ D
δ→ C → 0 equivalentes con ϕ : B → D isomorfismo, y sean

E ′ : 0 → A′
α′→ B′

β′→ C → 0, F ′ : 0 → A′
γ′→ D′

δ′→ C → 0 y
µ : D → D′ como en el inciso (a). Entonces ξ = µ ◦ ϕ : B → D′

cumple γ′ ◦ λ = ξ ◦ α y δ′ ◦ ξ = β, ya que

γ′ ◦ λ = µ ◦ γ = µ ◦ ϕ ◦ α = ξ ◦ α,

y

β = δ ◦ ϕ = δ′ ◦ µ ◦ ϕ = δ′ ◦ ξ,

por lo que por el inciso (b), [E ′] = [F ′].

Denotamos por λE a la extensión E ′ de A′ por C construida en
la proposición anterior a partir de la extensión E de A por C y del
homomorfismo λ.

Proposición 2.8. (a) Dada una extensión E : 0→ A
α→ B

β→ C → 0
de A por C y un homomorfismo ν : C ′ → C, existe una extensión

E ′ : 0 → A
α′→ B′

β′→ C ′ → 0 de A por C ′ y un homomorfismo
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µ : B′ → B tales que el diagrama

0 −−−→ A
α′−−−→ B′

β′−−−→ C ′ −−−→ 0∥∥∥ µ

y ν

y
0 −−−→ A

α−−−→ B
β−−−→ C −−−→ 0

es conmutativo.

(b) Si E ′′ : 0 → A
α′′→ B′′

β′′→ C ′ → 0 y µ′ : B′′ → B cumplen las
condiciones anteriores, entonces [E ′] = [E ′′], y el isomorfismo resul-
tante ψ : B′′ → B′ cumple µ ◦ ψ = µ′.

(c) Si [E] = [F ], entonces [E ′] = [F ′].

Demostración. (a) Consideremos el submódulo

B′ = { (b, c′) | β(b) = ν(c′) }

de B ⊕ C ′, y definamos α′(a) = (α(a), 0), β′(b, c′) = c′ y µ(b, c′) = b
para todo a ∈ A, (b, c′) ∈ B′.

(i) α′ es un monomorfismo. Es claro que α′ es un homomorfismo.
Además, dado que α es monomorfismo, se sigue inmediatamente
que α′ también lo es.

(ii) β′ es un epimorfismo. Es claro que β′ es un homomorfismo. Sea
c′ ∈ C ′; entonces ν(c′) ∈ C, y al ser β epimorfismo, existe b ∈ B
tal que β(b) = ν(c′). Por lo tanto, (b, c′) ∈ B′ y β′(b, c′) = c′.

(iii) E ′ es exacta en B′. Si a ∈ A, entonces β′(α′(a)) = β′(α(a), 0) =
0, es decir, Imα′ ⊆ ker β′. Por otro lado, si (b, c′) ∈ ker β′, en-
tonces c′ = 0. Además, β(b) = ν(c′) = ν(0) = 0, por lo que
b ∈ ker β = Imα. Entonces existe a ∈ A tal que α(a) = b, es
decir, (b, c′) = (α(a), 0) ∈ Imα′. Se sigue que ker β′ ⊆ Imα′. Por
lo tanto, Imα′ = ker β′.

Lo anterior demuestra que E ′ : 0 → A
α′→ B′

β′→ C ′ → 0 es una
extensión de A por C ′.

(iv) µ hace conmutar el diagrama. µ(α′(a)) = µ(α(a), 0) = α(a), y
β(µ(b, c′)) = β(b) = ν(c′) = ν(β′(b, c′)).
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(b) Ahora sea E ′′ : 0 → A
α′′→ B′′

β′′→ C ′ → 0 otra extensión de A
por C ′ y sea µ′ : B′′ → B tal que µ′ ◦ α′′ = α y β ◦ µ′ = ν ◦ β′′. Sea
ψ : B′′ → B′ dada por ψ(b′′) = (µ′(b′′), β′′(b′′)). Claramente, ψ es un
homomorfismo.

(i) ψ es un monomorfismo. Si ψ(b′′) = 0, entonces µ′(b′′) = 0 y
β′′(b′′) = 0. Esto significa que b′′ ∈ ker β′′ = Imα′′, por lo que
existe a ∈ A tal que α′′(a) = b′′. Entonces α(a) = µ′(α′′(a)) =
µ′(b′′) = 0, y dado que α es monomorfismo, se sigue que a = 0.
Por lo tanto, b′′ = α′′(0) = 0.

(ii) ψ es un epimorfismo. Sea (b, c′) ∈ B′. Por ser β′′ epimorfismo,
existe b′′ ∈ B′′ tal que β′′(b′′) = c′. Además, β(b) = ν(c′) =
ν(β′′(b′′)) = β(µ′(b′′)), por lo que b−µ′(b′′) ∈ ker β = Imα. Esto
significa que existe a ∈ A tal que b− µ′(b′′) = α(a) = µ′(α′′(a)).
Por lo tanto, ψ(α′′(a) + b′′) = (µ′(α′′(a) + b′′), β′′(α′′(a) + b′′)) =
(b, c′).

(iii) ψ(α′′(a)) = (µ′(α′′(a)), β′′(α′′(a))) = (α(a), 0) = α′(a), es decir,
ψ ◦ α′′ = α′; β′(ψ(b′′)) = β′(µ′(b′′), β′′(b′′)) = β′′(b′′) , es decir,
β′ ◦ ψ = β′′.

Por lo tanto, [E ′] = [E ′′]. Además, µ(ψ(b′′)) = µ(µ′(b′′), β′′(b′′)) =
µ′(b′′), es decir, µ ◦ ψ = µ′.

(c) Por último, sean E : 0 → A
α→ B

β→ C → 0 y F : 0 →
A

γ→ D
δ→ C → 0 equivalentes con ϕ : D → B isomorfismo, y sean

E ′ : 0 → A
α′→ B′

β′→ C ′ → 0, F ′ : 0 → A
γ′→ D′

δ′→ C ′ → 0 y
µ : D′ → D como en el inciso (a). Entonces ξ = ϕ ◦ µ : D′ → B
cumple ξ ◦ γ′ = α y β ◦ ξ = ν ◦ δ′, ya que

α = ϕ ◦ γ = ϕ ◦ µ ◦ γ′ = ξ ◦ γ′,

y

ν ◦ δ′ = δ ◦ µ = β ◦ ϕ ◦ µ = β ◦ ξ,

por lo que por el inciso (b), [E ′] = [F ′].

Denotamos por Eν a la extensión E ′ de A por C ′ construida en
la proposición anterior a partir de la extensión E de A por C y del
homomorfismo ν.
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Teorema 2.9. Sea E : 0 → A
α→ B

β→ C → 0 una extensión de A
por C, y sean λ : A→ A′ y ν : C ′ → C homomorfismos. Entonces las
extensiones λ(Eν) y (λE)ν de A′ por C ′ son equivalentes.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama:

Eν : 0 −−−→ A
αν−−−→ Bν

βν−−−→ C ′ −−−→ 0

λ

y µν

y ∥∥∥
λ(Eν) : 0 −−−→ A′

α′ν−−−→ B′ν
β′ν−−−→ C ′ −−−→ 0

Por la Proposición 2.8, tenemos que

• Bν = { (b, c′) | β(b) = ν(c′) } ≤ B ⊕ C ′,

• αν(a) = (α(a), 0),

• βν(b, c′) = c′

para todo a ∈ A, (b, c′) ∈ Bν , y por la Proposición 2.7,

• B′ν = (A′ ⊕ Bν)/Kν donde Kν = { (λ(a),−αν(a)) | a ∈ A } ≤
A′ ⊕Bν ,

• α′ν(a′) = (a′, (0, 0)) +Kν ,

• β′ν((a′, bν) +Kν) = βν(bν),

para todo a′ ∈ A′, bν ∈ Bν . Por otro lado, tenemos también el siguiente
diagrama:

(λE)ν : 0 −−−→ A′
α′λ−−−→ B′λ

β′λ−−−→ C ′ −−−→ 0∥∥∥ µλ

y ν

y
λE : 0 −−−→ A′

αλ−−−→ Bλ
βλ−−−→ C −−−→ 0

Por la Proposición 2.7, tenemos que

• Bλ = (A′ ⊕ B)/Kλ donde Kλ = { (λ(a),−α(a)) | a ∈ A } ≤
A′ ⊕B,

• αλ(a′) = (a′, 0) +Kλ,
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• βλ((a′, b) +Kλ) = β(b)

para todo a′ ∈ A′, b ∈ B, y por la Proposición 2.8,

• B′λ = { (bλ, c
′) | βλ(bλ) = ν(c′) } ≤ Bλ ⊕ C ′,

• α′λ(a′) = (αλ(a
′), 0),

• β′λ(bλ, c′) = c′

para todo a′ ∈ A′, (bλ, c
′) ∈ B′λ. Sea ψ : B′λ → B′ν dada por

ψ((a′, b) +Kλ, c
′) = (a′, (b, c′)) +Kν .

(i) ψ está bien definida. Sean (a′1, b1), (a′2, b2) ∈ A′ ⊕ B tales que
(a′1−a′2, b1−b2) ∈ Kλ y sea c′ ∈ C ′. Esto significa que existe a ∈ A
tal que λ(a) = a′1−a′2 y −α(a) = b1−b2. Entonces (a′1, (b1, c

′))−
(a′2, (b2, c

′)) = (a′1−a′2, (b1−b2, 0)) = (λ(a), (−α(a), 0)) ∈ Kν , por
lo que ψ((a′1, b1)+Kλ, c

′) = ψ((a′2, b2)+Kλ, c
′) si (a′1, b1)+Kλ =

(a′2, b2) +Kλ y c′ es fijo.

(ii) ψ es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que ψ es un
homomorfismo.

(iii) ψ es un monomorfismo. Supongamos que ψ((a′, b) + Kλ, c
′) =

0 +Kν . Esto implica que

(a′, (b, c′)) ∈ Kν = { (λ(a),−(α(a), 0)) | a ∈ A },

lo que a su vez significa que existe a ∈ A tal que a′ = λ(a) y
(b, c′) = (−α(a), 0), por lo que b = −α(a) y c′ = 0. Por lo tanto,
(a′, b) = (λ(a),−α(a)) ∈ Kλ y ((a′, b) +Kλ, c

′) = (0 +Kλ, 0).

(iv) ψ es un epimorfismo. Es claro.

(v) ψ(α′λ(a
′)) = ψ(αλ(a

′), 0) = ψ((a′, 0)+Kλ, 0) = (a′, (0, 0))+Kν =
α′ν(a

′), es decir, ψ ◦ α′λ = α′ν .

β′ν(ψ((a′, b) + Kλ, c
′)) = β′ν((a

′, (b, c′)) + Kν) = βν(b, c
′) = c′ =

β′λ((a
′, b) +Kλ, c

′), es decir, β′ν ◦ ψ = β′λ.

Por lo tanto, [λ(Eν)] = [(λE)ν].

Debido al Teorema 2.9, al construir una extensión de A′ por C ′

utilizando una extensión E de A por C y homomorfismos λ : A →
A′ y ν : C ′ → C, podemos prescindir de los paréntesis y escribir
simplemente λEν.
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3. Definición de la operación de grupo en Ext(C,A)

Consideremos dos extensiones E : 0 → A
α→ B

β→ C → 0 y

E ′ : 0→ A
α′→ B′

β′→ C → 0 de A por C. Denotemos por E ⊕ E ′ a la
extensión

0→ A⊕ A (α,α′)→ B ⊕B′ (β,β′)→ C ⊕ C → 0

de A ⊕ A por C ⊕ C. Sean ∇ : A ⊕ A → A y ∆ : C → C ⊕ C
los homomorfismos dados por ∇(a1, a2) = a1 + a2 y ∆(c) = (c, c).
Por medio de las Proposiciones 2.7 y 2.8, obtenemos una extensión
∇(E ⊕ E ′)∆ de A por C.

Proposición 3.1. Si E, E ′, F y F ′ son extensiones de A por C,
[E] = [F ] y [E ′] = [F ′], entonces [∇(E ⊕ E ′)∆] = [∇(F ⊕ F ′)∆].

Demostración. Sean

E : 0→ A
α→ B

β→ C → 0,

E ′ : 0→ A
α′→ B′

β′→ C → 0,

F : 0→ A
γ→ D

δ→ C → 0,

F ′ : 0→ A
γ′→ D′

δ′→ C → 0

extensiones de A por C tales que [E] = [F ] y [E ′] = [F ′], y considere-
mos las extensiones

E ⊕ E ′ : 0→ A⊕ A (α,α′)→ B ⊕B′ (β,β′)→ C ⊕ C → 0,

F ⊕ F ′ : 0→ A⊕ A (γ,γ′)→ D ⊕D′ (δ,δ′)→ C ⊕ C → 0.

Dado que [E] = [F ] y [E ′] = [F ′], existen isomorfismos ψ : B → D
y ψ′ : B′ → D′ tales que ψ ◦ α = γ, δ ◦ ψ = β, ψ′ ◦ α′ = γ′ y
δ′ ◦ψ′ = β′. Entonces (ψ, ψ′) : B⊕B′ → D⊕D′ es un isomorfismo con
(ψ, ψ′)◦(α, α′) = (γ, γ′) y (δ, δ′)◦(ψ, ψ′) = (β, β′), por lo que [E⊕E ′] =
[F ⊕ F ′]. Por la Proposición 2.7(c), [∇(E ⊕E ′)] = [∇(F ⊕ F ′)], y por
la Proposición 2.8, [∇(E ⊕ E ′)∆] = [∇(F ⊕ F ′)∆].

La Proposición 3.1 nos permite definir una operación binaria + en
el conjunto Ext(C,A) de clases de equivalencia de extensiones de A
por C.
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Definición 3.2. Si [E], [E ′] ∈ Ext(C,A), definimos [E] + [E ′] =
[∇(E ⊕ E ′)∆].

Lema 3.3. La operación binaria + definida en Ext(C,A) es conmu-
tativa.

Demostración. Si E : 0 → A
α→ B

β→ C → 0 y E ′ : 0 → A
α′→

B′
β′→ C → 0 son dos extensiones de A por C, entonces es claro que

ψ : B⊕B′ → B′⊕B dado por ψ(b, b′) = (b′, b) es un isomorfismo, por
lo que [E⊕E ′] = [E ′⊕E] y por lo tanto [∇(E⊕E ′)∆] = [∇(E ′⊕E)∆],
es decir, [E] + [E ′] = [∇(E ⊕E ′)∆] = [∇(E ′⊕E)∆] = [E ′] + [E].

Proposición 3.4. Para toda [E] ∈ Ext(C,A), [E] + [E0] = [E], es
decir, la clase de las extensiones escindibles es un elemento neutro
respecto a +.

Demostración. Procedamos a construir∇(E⊕E0)∆. Sea D = B⊕A⊕
C. Entonces obtenemos E ⊕ E0 : 0→ A⊕ A (α,ι)→ D

(β,π)→ C ⊕ C → 0.
Por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 −−−→ A⊕ A α∆−−−→ D∆
β∆−−−→ C −−−→ 0∥∥∥ µ∆

y ∆

y
0 −−−→ A⊕ A α,ι−−−→ D

β,π−−−→ C ⊕ C −−−→ 0

donde

• D∆ ≤ D ⊕ C tal que

D∆ = { (b, a, c1, c2) | (β, π)(b, a, c1) = ∆(c2) }
= { (b, a, c1, c2) | a ∈ A, (β(b), c1) = (c2, c2) }
= { (b, a, β(b), β(b)) | a ∈ A, b ∈ B };

• α∆(a1, a2) = (α(a1), a2, 0, 0),

• β∆((b, a, β(b), β(b))) = β(b).

y por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 −−−→ A⊕ A α∆−−−→ D∆
β∆−−−→ C −−−→ 0

∇
y µ∇

y ∥∥∥
0 −−−→ A

α∇−−−→ D∇
β∇−−−→ C −−−→ 0

donde
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• D∇ = (A⊕D∆)/K∇, donde K∇ es tal que

K∇ = { (∇(a1, a2),−α∆(a1, a2)) | (a1, a2) ∈ A⊕ A },
= { (a1 + a2,−α(a1),−a2, 0, 0) | (a1, a2) ∈ A⊕ A };

• α∇(a) = (a, 0, 0, 0, 0) +K∇,

• β∇((a1, b, a2, β(b), β(b)) +K∇) = β(b).

Sea ψ : D∇ → B dada por

ψ((a1, b, a2, β(b), β(b)) +K∇) = α(a1 + a2) + b.

(i) ψ está bien definida. Sean

(a1
1, b1, a

1
2, β(b1), β(b1)), (a2

1, b2, a
2
2, β(b2), β(b2)) ∈ A⊕D∆

tales que su diferencia

(a1
1 − a2

1, b1 − b2, a
1
2 − a2

2, β(b1 − b2), β(b1 − b2)) ∈ K∇.

Esto significa que existen a1, a2 ∈ A tales que a2 = a2
2 − a1

2,
a1 = a1

1−a2
1+a1

2−a2
2 y −α(a1) = b1−b2. De esta última igualdad

se sigue que −α(a1
1 − a2

1 + a1
2 − a2

2) = α(a2
1 + a2

2)− α(a1
1 + a1

2) =
b1 − b2, por lo que α(a2

1 + a2
2) + b2 = α(a1

1 + a1
2) + b1, es decir,

ψ((a1
1, b1, a

1
2, β(b1), β(b1)) +K∇) = ψ((a2

1, b2, a
2
2, β(b2), β(b2)) +K∇).

(ii) ψ es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que ψ es un
homomorfismo.

(iii) ψ es un monomorfismo. Supongamos que

ψ((a1, b, a2, β(b), β(b)) +K∇) = 0.

Esto implica que b = −α(a1 + a2) ∈ Imα = ker β, por lo que
β(b) = 0. Ahora, haciendo a3 = a1 + a2 y a4 = −a2, tene-
mos que a1 = a3 + a4, por lo que (a1, b, a2, β(b), β(b)) + K∇ =
(a3 + a4,−α(a3),−a4, 0, 0) +K∇ = 0 +K∇.

(iv) ψ es un epimorfismo. Si b ∈ B, basta tomar (0, b, 0, β(b), β(b)) +
K∇ ∈ D∇.
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(v) ψ(α∇(a)) = ψ((a, 0, 0, 0, 0) +K∇) = α(a), es decir, ψ ◦ α∇ = α.

β(ψ((a1, b, a2, β(b), β(b)) +K∇) = β(α(a1 + a2) + b)

= β(b)

= β∇((a1, b, a2, β(b), β(b)) +K∇),

es decir, β ◦ ψ = β∇.

Por lo tanto, [E] = [∇(E ⊕ E0)∆] = [E] + [E0].

Proposición 3.5. Dada una extensión E : 0→ A
α→ B

β→ C → 0 de

A por C, sea Ē : 0→ A
−α→ B

β→ C → 0. Entonces [E] + [Ē] = [E0].

Demostración. Consideremos

E ⊕ E : 0→ A⊕ A (α,−α)→ B ⊕B (β,β)→ C ⊕ C → 0.

Por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 −−−→ A⊕ A α∆−−−→ B∆
β∆−−−→ C −−−→ 0∥∥∥ µ∆

y ∆

y
0 −−−→ A⊕ A α,−α−−−→ B ⊕B β,β−−−→ C ⊕ C −−−→ 0

donde

• B∆ ≤ B ⊕B ⊕ C es tal que

B∆ = { (b1, b2, c) | (β, β)(b1, b2) = ∆(c) }
= { (b1, b2, c) | (β(b1), β(b2)) = (c, c) }
= { (b1, b2, β(b1)) | β(b1) = β(b2) }
= { (b1, b2, β(b1)) | b1 − b2 ∈ ker β }

(notemos que esto significa que existe a0 ∈ A tal que α(a0) =
b1 − b2),

• α∆(a1, a2) = (α(a1),−α(a2), 0),

• β∆(b1, b2, β(b1)) = β(b1),
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y por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 −−−→ A⊕ A α∆−−−→ B∆
β∆−−−→ C −−−→ 0

∇
y µ∇

y ∥∥∥
0 −−−→ A

α∇−−−→ B∇
β∇−−−→ C −−−→ 0

donde

• B∇ = (A⊕B∆)/K∇, donde K∇ es tal que

K∇ = { (∇(a1, a2),−α∆(a1, a2)) | (a1, a2) ∈ A⊕ A },
= { (a1 + a2,−α(a1), α(a2), 0) | (a1, a2) ∈ A⊕ A };

• α∇(a) = (a, 0, 0, 0) +K∇,

• β∇((a, b1, b2, β(b1)) +K∇) = β(b1).

Sea ψ : B∇ → A⊕ C dada por

ψ((a, b1, b2, β(b1)) +K∇) = (a+ a0, β(b1)),

donde α(a0) = b1 − b2.

(i) ψ está bien definida. Sean

(a1, b1, b2, β(b1)), (a2, b3, b4, β(b3)) ∈ A⊕B∆

tales que b1 − b2 = α(a0) y b3 − b4 = α(a′0), y tales que su
diferencia

(a1 − a2, b1 − b3, b2 − b4, β(b1 − b3)) ∈ K∇.

Esto significa que existen a3, a4 ∈ A tales que a1− a2 = a3 + a4,
−α(a3) = b1−b3, α(a4) = b2−b4 y β(b1−b3) = 0; de esta última
igualdad se infiere que β(b1) = β(b3). Dado que b3 = b1 +α(a3) y
b4 = b2−α(a4), se sigue que α(a′0) = b3−b4 = b1−b2+α(a3+a4) =
α(a0)+α(a1−a2), es decir, α(a′0−a0) = α(a1−a2). Puesto que α
es un monomorfismo, se sigue que a′0− a0 = a1− a2, y por tanto
a1 + a0 = a2 + a′0. Por consiguiente, ψ((a1, b1, b2, β(b1)) +K∇) =
(a1 + a0, β(b1)) = (a2 + a′0, β(b3)) = ψ((a2, b3, b4, β(b3)) +K∇).
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(ii) ψ es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que ψ es un
homomorfismo.

(iii) ψ es un monomorfismo. Supongamos que

ψ((a, b1, b2, β(b1)) +K∇) = (0, 0)

y que b1 − b2 = α(a0). Esto significa que a+ a0 = 0 y β(b1) = 0.
Dado que β(b2) = β(b1) = 0, se sigue que b1, b2 ∈ ker β =
Imα, por lo que existen a1, a2 ∈ A tales que α(a1) = b1 y
α(a2) = b2. Entonces α(a1− a2) = b1− b2 = α(a0), y al ser α un
monomorfismo, a1−a2 = a0. Esto implica que a = a2−a1, y por
lo tanto, (a, b1, b2, β(b1)) = (−a1 + a2,−α(−a1), α(a2), 0) ∈ K∇.

(iv) ψ es un epimorfismo. Sea (a, c) ∈ A ⊕ C. Ya que β es un epi-
morfismo, existe b ∈ B tal que β(b) = c. Entonces

ψ((a, b, b, β(b)) +K∇) = (a, c).

(v) El siguiente diagrama es conmutativo:

ψ(α∇(a)) = ψ((a, 0, 0, 0) +K∇) = (a, 0) = ι(a),

es decir, ψ ◦ α∇ = ι.

π(ψ((a, b1, b2, β(b1)) +K∇) = π(a+ a0, β(b1)) = β(b1)
= β∇((a, b1, b2, β(b1)) +K∇), es decir, π ◦ ψ = β∇.

0 −−−→ A
α∇−−−→ B∇

β∇−−−→ C −−−→ 0∥∥∥ ψ

y ∥∥∥
0 −−−→ A

ι−−−→ A⊕ C π−−−→ C −−−→ 0

Por lo tanto, [E] + [Ē] = [E0].

Proposición 3.6. La operación binaria + definida en Ext(C,A) es
asociativa.

Demostración. Sean [E1], [E2], [E3] ∈ Ext(C,A) tales que

Ei : 0→ A
αi→ Bi

βi→ C → 0,
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para i = 1, 2, 3. Procedamos a construir ([E1] + [E2]) +E3. Considere-
mos

E1 ⊕ E2 : 0→ A⊕ A (α1,α2)→ B1 ⊕B2
(β1,β2)→ C ⊕ C → 0.

Por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 −−−→ A⊕ A α∆−−−→ B∆
β∆−−−→ C −−−→ 0∥∥∥ µ∆

y ∆

y
0 −−−→ A⊕ A α1,α2−−−→ B1 ⊕B2

β1,β2−−−→ C ⊕ C −−−→ 0

donde

• B∆ ≤ B1 ⊕B2 ⊕ C es tal que

B∆ = { (b1, b2, c) | (β1, β2)(b1, b2) = ∆(c) }
= { (b1, b2, c) | (β1(b1), β2(b2)) = (c, c) }
= { (b1, b2, β2(b2)) | β1(b1) = β2(b2) },

• α∆(a1, a2) = (α1(a1), α2(a2), 0),

• β∆(b1, b2, β2(b2)) = β2(b2),

y por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 −−−→ A⊕ A α∆−−−→ B∆
β∆−−−→ C −−−→ 0

∇
y µ∇

y ∥∥∥
0 −−−→ A

α∇−−−→ B∇
β∇−−−→ C −−−→ 0

donde

• B∇ = (A⊕B∆)/K∇, donde K∇ es tal que

K∇ = { (∇(a1, a2),−α∆(a1, a2)) | (a1, a2) ∈ A⊕ A },
= { (a1 + a2,−α1(a1),−α2(a2), 0) | (a1, a2) ∈ A⊕ A };

• α∇(a) = (a, 0, 0, 0) +K∇,

• β∇((a, b1, b2, β2(b2)) +K∇) = β2(b2).
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Ahora consideremos

(∇(E1 ⊕ E2)∆)⊕ E3 : 0→ A⊕ A (α∇,α3)→ B∇ ⊕B3
(β∇,β3)→ C ⊕ C → 0.

Nuevamente por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 −−−→ A⊕ A α−−−→ B
β−−−→ C −−−→ 0∥∥∥ µ

y ∆

y
0 −−−→ A⊕ A α∇,α3−−−→ B∇ ⊕B3

β∇,β3−−−→ C ⊕ C −−−→ 0

donde

• B ≤ B∇ ⊕B3 ⊕ C es tal que

B = {((a, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, c) |
(β∇, β3)((a, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3) = ∆(c)}

= { ((a, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, c) | (β2(b2), β3(b3)) = (c, c) }
= { ((a, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, β2(b2)) | β2(b2) = β3(b3) },

• α(a1, a2) = (α∇(a1), α3(a2), 0) = ((a1, 0, 0, 0) +K∇, α3(a2), 0),

• β((a, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, β2(b2)) = β2(b2),

y nuevamente por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 −−−→ A⊕ A α−−−→ B
β−−−→ C −−−→ 0

∇
y µ′

y ∥∥∥
0 −−−→ A

α′−−−→ B′
β′−−−→ C −−−→ 0

donde

• B′ = (A⊕B)/K, donde K es tal que

K = { (∇(a1, a2),−α(a1, a2)) | (a1, a2) ∈ A⊕ A },
= {(a1 + a2, (−a1, 0, 0, 0) +K∇,−α3(a2), 0)|

(a1, a2) ∈ A⊕ A} ;
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• α′(a) = (a,K∇, 0, 0) +K,

• β′((a1, (a2, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, β2(b2)) +K) = β2(b2).

De igual manera procedamos a construir [E1] + ([E2] + [E3]). Con-
sideremos

E2 ⊕ E3 : 0→ A⊕ A (α2,α3)→ B2 ⊕B3
(β2,β3)→ C ⊕ C → 0.

Por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 −−−→ A⊕ A γ∆−−−→ D∆
δ∆−−−→ C −−−→ 0∥∥∥ ν∆

y ∆

y
0 −−−→ A⊕ A α2,α3−−−→ B2 ⊕B3

β2,β3−−−→ C ⊕ C −−−→ 0

donde

• D∆ ≤ B2 ⊕B3 ⊕ C es tal que

D∆ = { (b2, b3, c) | (β2, β3)(b2, b3) = ∆(c) }
= { (b2, b3, c) | (β2(b2), β3(b3)) = (c, c) }
= { (b2, b3, β2(b2)) | β2(b2) = β3(b3) }

• γ∆(a1, a2) = (α2(a1), α3(a2), 0),

• δ∆(b2, b3, β2(b2)) = β2(b2),

y por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 −−−→ A⊕ A γ∆−−−→ D∆
δ∆−−−→ C −−−→ 0

∇
y ν∇

y ∥∥∥
0 −−−→ A

γ∇−−−→ D∇
δ∇−−−→ C −−−→ 0

donde

• D∇ = (A⊕D∆)/L∇, donde L∇ es tal que

L∇ = { (∇(a1, a2),−γ∆(a1, a2)) | (a1, a2) ∈ A⊕ A },
= { (a1 + a2,−α2(a1),−α3(a2), 0) | (a1, a2) ∈ A⊕ A };
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• γ∇(a) = (a, 0, 0, 0) + L∇,

• δ∇((a, b2, b3, β2(b2)) + L∇) = β2(b2).

Ahora consideremos

E1 ⊕ (∇(E2 ⊕ E3)∆) : 0→ A⊕ A (α1,γ∇)→ B1 ⊕D∇
(β1,δ∇)→ C ⊕ C → 0.

Nuevamente por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 −−−→ A⊕ A γ−−−→ D
δ−−−→ C −−−→ 0∥∥∥ ν

y ∆

y
0 −−−→ A⊕ A α1,γ∇−−−→ B1 ⊕D∇

β1,δ∇−−−→ C ⊕ C −−−→ 0

donde

• D ≤ B1 ⊕D∇ ⊕ C es tal que

D = {(b1, (a, b2, b3, β2(b2)) + L∇, c) |
(β1, δ∇) (b1, (a, b2, b3, β2(b2)) + L∇) = ∆(c)}

= { (b1, (a, b2, b3, β2(b2)) + L∇, c) | (β1(b1), β2(b2)) = (c, c) }
= { (b1, (a, b2, b3, β2(b2)) + L∇, β2(b2)) | β1(b1) = β2(b2) }

• γ(a1, a2) = (α1(a1), γ∇(a2), 0) = (α1(a1), (a2, 0, 0, 0) + L∇, 0),

• δ(b1, (a, b2, b3, β2(b2)) + L∇, β2(b2)) = β2(b2),

y nuevamente por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 −−−→ A⊕ A γ−−−→ D
δ−−−→ C −−−→ 0

∇
y ν′

y ∥∥∥
0 −−−→ A

γ′−−−→ D′
δ′−−−→ C −−−→ 0

donde

• D′ = (A⊕D)/L, donde L es tal que

L = { (∇(a1, a2),−γ(a1, a2)) | (a1, a2) ∈ A⊕ A },
= {(a1 + a2,−α1(a1), (−a2, 0, 0, 0) + L∇, 0)|

(a1, a2) ∈ A⊕ A} ;
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• γ′(a) = (a, 0, L∇, 0) + L,

• δ′((a1, b1, (a2, b2, b3, β2(b2)) + L∇, β2(b2)) + L) = β2(b2).

Sea ψ : B′ → D′ dada por

ψ((a1, (a2, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, β2(b2)) +K)

= (a1, b1, (a2, b2, b3, β2(b2)) + L∇, β2(b2)) + L.

(i) ψ está bien definida. Sean (a1, (a2, b1, b2, β2(b2))+K∇, b3, β2(b2))+
K y (a′1, (a

′
2, b
′
1, b
′
2, β2(b′2))+K∇, b

′
3, β2(b′2))+K dos elementos de

B′ tales que

(a1−a′1, (a2−a′2, b1−b′1, b2−b′2, β2(b2−b′2))+K∇, b3−b′3, β2(b2−b′2))∈K.

Esto significa que β2(b2− b′2) = 0, y que existen a3, a4 ∈ A tales
que a1 − a′1 = a3 + a4, −α3(a4) = b3 − b′3, y

(a2 − a′2 + a3, b1 − b′1, b2 − b′2, β2(b2 − b′2)) ∈ K∇,

y esto último significa a su vez que existen a5, a6 ∈ A tales que
a2 − a′2 + a3 = a5 + a6, −α1(a5) = b1 − b′1, y −α2(a6) = b2 − b′2.
Sean a′3 = a5, a′4 = a3 + a4 − a5, a′5 = a6 y a′6 = a4. Entonces

a2 − a′2 + a′4 = a5 + a6 − a3 + a3 + a4 − a5

= a6 + a4

= a′5 + a′6,

b2 − b′2 = −α2(a6)

= −α2(a′5),

b3 − b′3 = −α3(a4)

= −α3(a′6),

por lo que (a2 − a′2 + a′4, b2 − b′2, b3 − b′3, β2(b2 − b′2)) ∈ L∇, es
decir,

(a2 − a′2, b2 − b′2, b3 − b′3, β2(b2 − b′2)) + L∇ = (−a′4, 0, 0, 0) + L∇;
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además,

a1 − a′1 = a3 + a4

= a5 + a3 + a4 − a5

= a′3 + a′4,

b1 − b′1 = −α1(a5)

= −α1(a′3),

por lo que

(a1−a′1, b1−b′1, (a2−a′2, b2−b′2, b3−b′3, β2(b2−b′2))+L∇, β2(b2−b′2))

∈ L, es decir,

(a1, b1, (a2, b2, b3, β2(b2)) + L∇, β2(b2)) + L =

(a′1, b
′
1, (a

′
2, b
′
2, b
′
3, β2(b′2)) + L∇, β2(b′2)) + L,

y por lo tanto,

ψ((a1, (a2, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, β2(b2)) +K) =

ψ((a′1, (a
′
2, b
′
1, b
′
2, β2(b′2)) +K∇, b

′
3, β2(b′2)) +K).

(ii) ψ es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que ψ es un
homomorfismo.

(iii) ψ es un monomorfismo. Supongamos que

ψ((a1, (a2, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, β2(b2)) +K) ∈ L.

Esto significa que β2(b2) = 0, y que existen a3, a4 ∈ A tales
que a1 = a3 + a4, b1 = −α1(a3) y (a2 + a4, b2, b3, β2(b2)) ∈ L∇,
donde esto implica a su vez que existen a5, a6 ∈ A tales que
a2+a4 = a5+a6, b2 = −α2(a5) y b3 = −α3(a6). Sean a′3 = a1−a6,
a′4 = a6, a′5 = a3 y a′6 = a5. Dado que a2 + a4 = a5 + a6,
a2 + (a3 + a4) = a3 + a5 + a6, es decir, a2 + a1 = a′5 + a′6 + a6;
se sigue que a2 + a′3 = a2 + (a1 − a6) = a′5 + a′6. Además, b1 =
−α1(a′5), b2 = −α2(a′6), por lo que (a2 + a′3, b1, b2, β2(b2)) ∈ K∇,
es decir, (a2, b1, b2, β2(b2)) +K∇ = (−a′3, 0, 0, 0) +K∇. También,
a1 = (a1 − a6) + a6 = a′3 + a′4 y b3 = −α3(a′4). Por lo tanto,
(a1, (a2, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, β2(b2)) ∈ K.
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(iv) ψ es un epimorfismo. Es claro.

(v) El siguiente diagrama es conmutativo:

0 −−−→ A
α′−−−→ B′

β′−−−→ C −−−→ 0∥∥∥ ψ

y ∥∥∥
0 −−−→ A

γ′−−−→ D′
δ′−−−→ C −−−→ 0

ψ(α′(a)) = ψ((a,K∇, 0, 0) + K) = (a, 0, L∇, 0) + L = γ′(a), es
decir, ψ ◦ α′ = γ′.

δ′(ψ((a1, (a2, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, β2(b2)) +K) =

δ′((a1, b1, (a2, b2, b3, β2(b2)) + L∇, β2(b2)) + L) =

β2(b2) =

β′((a1, (a2, b1, b2, β2(b2)) +K∇, b3, β2(b2)) +K),

es decir, δ′ ◦ ψ = β′. Por lo tanto,

([E1] + [E2]) + [E3] = [E1] + ([E2] + [E3]).

De este modo hemos demostrado que (Ext(C,A),+) es un grupo
abeliano.
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Espacios Lp no conmutativos

Gildardo Barrientos Roberto Quezada

Resumen
Siguiendo la referencia [2], presentamos una construc-
ción elemental de los espacios Lp no conmutativos para
matrices complejas n × n.

Palabras clave: Valores singulares, normas de Schatten, normas de Ky
Fan, normas Unitariamente Invariantes, desigualdades tipo Minkowski.

Clasificación de la AMS: 15A60, 81P45.

1. Introducción.

Los espacios Lp no conmutativos, también llamados ideales de
Schatten, son una herramienta fundamental en Análisis Matemático.
Sus aplicaciones recientes en Probabilidad Cuántica y Teoŕıa Cuánti-
ca de la Información son muy interesantes, al respecto, consúltense
por ejemplo las referencias [3], [4], [5] y [9]. En este trabajo presenta-
mos una construcción elemental de estos espacios en dimensión finita,
es decir para matrices complejas n × n, siguiendo la referencia [2].
Incluiremos sólo aquellas demostraciones que son ilustrativas e intere-
santes, el lector puede consultar la demostración de cada resultado
incluido en este trabajo en [1]. Para el caso de dimensión infinita se
puede consultar la referencia [6].

Los conceptos de mayorización y matriz estocástica son centrales
en este trabajo. Introducimos estos conceptos en la Sección 2 y dis-
cutimos algunas de sus consecuencias importantes. En la Sección 3
discutimos los conceptos de función simétrica y calibrada y norma
unitariamente invariante, con ayuda de los cuales definimos las p-
normas de Schatten. En la Sección 4 presentamos las desigualdades
tipo Minkowski de E. Carlen y E. Lieb [3], [4], aśı como su aplicación
para demostrar la subaditividad fuerte de la entroṕıa de von Neumann.
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2. Mayorización y matrices biestocásticas.

2.4. Mayorización.

Sea x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, denotaremos por x↓ y x↑ a los vectores
obtenidos a partir de x reordenando las coordenadas en forma decre-
ciente y en forma creciente respectivamente, es decir:

(i) x↓ = (x↓1, ..., x
↓
n) donde x↓1 ≥ x↓2 ≥ ... ≥ x↓n

(ii) x↑ = (x↑1, ..., x
↑
n) donde x↑1 ≤ x↑2 ≤ ... ≤ x↑n.

Obsérvese que

x↑j = x↓n−j+1 j = 1, ..., n.

Definición 2.1. Dados x,y ∈ Rn decimos que x es mayorizado por
y, escribiremos x ≺ y, si se cumplen las condiciones:

k∑
j=1

x↓j ≤
k∑
j=1

y↓j , para cada 1 ≤ k < n y (1)

Tr (x) :=
n∑
j=1

x↓j =
n∑
j=1

y↓j = Tr (y). (2)

A la última igualdad le llamaremos condición de la traza.

Ejemplo 2.2. Si xj ≥ 0 y
∑n

j=1 xj = 1, entonces(
1

n
, ...,

1

n

)
≺ (x1, ...xn) ≺ 1l = (1, 0, ..., 0).

La noción de mayorización ocurre naturalmente en varios contex-
tos de la vida real. Por ejemplo, en F́ısica: supóngase que Tr (x) =
n∑
j=1

xj = 1 y que un sistema f́ısico se describe mediante una cadena de

Markov con espacio de estados S = {1, · · · , n}, si xi ≥ 0 es la proba-
bilidad de que el sistema se encuentre en el estado i; entonces dadas
dos distribuciones de probabilidades x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · yn),
tenemos que

x ≺ y =⇒ H(x) ≥ H(y)
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donde H(x) = −
n∑
i=1

xi log(xi) es la entroṕıa de Shannon, véase la

Proposición 3.9. Esto significa que la distribución y es más desorde-
nada (o caótica) que x.

Otro ejemplo ocurre en Economı́a, si x1, ..., xn , y1, ..., yn denotan
los ingresos de n−individuos, entonces x ≺ y significa que hay una dis-
tribución más equitativa en el estado x que en el estado y. El ejemplo
anterior ilustra este hecho.

Denotaremos por e al vector (1, 1, ..., 1) y para cualquier subcon-
junto I de {1, 2, ..., n}, eI denotará la función indicadora de I y |I| su

cardinalidad. Nótese que podemos escribir Tr (x) :=
n∑
j=i

〈x, e〉, donde

〈·, ·〉 es el producto interior en Rn.
Las siguientes proposiciones se demuestran fácilmente a partir de

la Definición 2.1.

Proposición 2.3. Sea x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, para cada 1 ≤ k ≤ n,
se tiene que

k∑
j=1

x↓j = máx
|I|=k
〈x, eI〉.

Proposición 2.4. x ≺ y si y sólo si para cada subconjunto I de
{1, 2, ..., n} existe J tal que |I| = |J |,

〈x, eI〉 = 〈y, eJ〉 y Tr (x) = Tr (y).

Definición 2.5. Diremos que un vector x es submayorizado débil-

mente por un vector y si
k∑
j=1

x↓j ≤
k∑
j=1

y↓j , k = 1, 2, ..., n. Escribire-

mos x ≺ω y.
De manera análoga diremos que un vector x es supermayoriza-

do débilmente por un vector y si
k∑
j=1

x↑j ≥
k∑
j=1

y↑j , k = 1, 2, ..., n. Y

escribiremos x ≺ω y.

No es dif́ıcil demostrar las siguientes propiedades.

Proposición 2.6. (i) x ≺ y si y sólo si x ≺ω y, x ≺ω y.
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(ii) Si α es un número positivo, entonces x ≺ω y ⇒ αx ≺ω αy,
x ≺ω y ⇒ αx ≺ω αy.

(iii) x ≺ω y ⇔ −x ≺ω −y.

(iv) ∀α ∈ R, x ≺ y ⇒ αx ≺ αy.

Cada una de las relaciones ≺,≺ω,≺ω es reflexiva y transitiva, pero
ninguna define un orden parcial. Por ejemplo, si x ≺ y y y ≺ x,
sólo podemos decir que Py = x, donde P es una matriz de per-
mutación, es decir, si P = (pij)1≤i,j≤n entonces pij = δσ(i)j, donde
σ ∈ Sn. Escribiremos P ∈ Sn si P es una matriz de permutación.
Se demuestra fácilmente que tenemos una relación de equivalencia si
definimos x ∼ y cuando x = Py para alguna P ∈ Sn. Si denotamos
por Rnsym = Rn/ ∼, entonces claramente ≺ define un orden parcial
en Rnsym. Esta relación también es un orden parcial sobre el conjunto
{x ∈ Rn : x1 ≥ · · · ≥ xn}. La misma afirmación se cumple para las
relaciones ≺ω y ≺ω.

Para a, b ∈ R escribiremos

a ∨ b = máx(a, b), a ∧ b = mı́n(a, b).

Y para x, y ∈ Rn definimos

x∨y = (x1∨y1, x2∨y2, ..., xn∨yn), x∧y = (x1∧y1, x2∧y2, ..., xn∧yn).

Además, sean x+ = x ∨ 0, |x| = x ∧ (−x).
Nótese que x+ es el vector obtenido al reemplazar las coordenadas

negativas de x por ceros y |x| es el resultado de tomar el valor absoluto
en cada coordenada del vector.

Con las definiciones anteriores tenemos el siguiente resultado, que
caracteriza la mayorización sin apelar al reordenamiento de las coor-
denadas.

Teorema 2.7. Sean x, y ∈ Rn, entonces se cumplen

(i) x ≺ω y si y sólo si ∀t ∈ R,
n∑
j=1

(xj − t)+ ≤
n∑
j=1

(yj − t)+.

(ii) x ≺ω y si y sólo si para cualquier t ∈ R,

n∑
j=1

(t− xj)+ ≤
n∑
j=1

(t− yj)+.
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(iii) x ≺ y si y sólo si ∀t ∈ R,
n∑
j=1

|xj − t| ≤
n∑
j=1

|yj − t|.

2.5. Matrices biestocásticas.

En la presente sección definiremos el concepto de matriz biestocásti-
ca y demostraremos algunos resultados que relacionan a estas matrices
con la mayorización.

Definición 2.8. Dada una matriz A ∈Mn, decimos que es una matriz
biestocástica si cumple

aij ≥ 0,
n∑
i=1

aij = 1, y
n∑
j=1

aij = 1, ∀ 1 ≤ i, j ≤ n.

La matriz A se llama estocástica si sólo satisface la primera y
última condiciones. Las matrices estocásticas aparecen en Probabili-
dad como funciones de transición de cadenas de Markov.

Definición 2.9. Diremos que

(i) A : Cn → Cn preserva la positividad si la imagen de cada vector
con coordenadas no negativas es un vector con coordenadas no
negativas.

(ii) A ∈Mn preserva la traza si Tr (Ax) = Tr (x) para cualquier x.

(iii) A ∈Mn, preserva la unidad si Ae = e.

Proposición 2.10. Una matriz A ∈Mn, es biestocástica si y sólo si
cumple con las condiciones de la Definición 2.9.

Demostración. Supongamos que A ∈Mn es matriz biestocástica y sea
x ∈ Cn tal que xj ≥ 0, para toda j = 1, ..., n. Entonces es claro que

yi =
n∑
j=1

aijxj ≥ 0, pues aij ≥ 0, para toda 1 ≤ i, j ≤ n, por tanto, A

preserva positividad. Ahora,

Tr (Ax) =
n∑
i=1

( n∑
j=1

aijxj

)
=

n∑
j=1

xj

( n∑
i=1

aij

)
=

n∑
j=1

xj = Tr (x),
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pues
n∑
i=1

aij = 1. Es decir A preserva traza. Finalmente,

Ae = A(1, . . . , 1) =
( n∑
j=1

a1j, . . . ,
n∑
j=1

anj

)
= (1, 1, ..., 1) = e.

Rećıprocamente, si A preserva la positividad, tomando ej el j-
ésimo elemento de la base canónica 1 ≤ j ≤ n, obtenemos que Aej =
(a1j, a2j, · · · , anj) tiene coordenadas no negativas para cada j. En-
tonces aij ≥ 0 para cada 1 ≤ i, j ≤ n.

Si A preserva la traza, para cada vector x ∈ Cn se tiene la identidad
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijxj

)
=

n∑
j=1

xj, aśı tomando x = ej tenemos

(
n∑
i=1

aij − 1

)

= 0, para toda j = 1, 2, . . . , n. En consecuencia
n∑
i=1

aij = 1 para toda

j = 1, . . . , n.

Finalmente, si A preserva la unidad tenemos que

(
n∑
j=1

aij

)
i

=

(1, 1, ..., 1) de donde se obtiene que
n∑
j=1

aij = 1, para toda i = 1, . . . , n.

Esto demuestra que la matriz es biestocástica.

Teorema 2.11 (Birkhoff). Las matrices biestocásticas de tamaño n×
n son un conjunto cerrado bajo la multiplicación de matrices y la toma
de adjuntos, además este conjunto es convexo y sus puntos extremos
son las matrices de permutación.

Teorema 2.12. Una matriz A ∈ Mn es biestocástica si y sólo si
Ax ≺ x ∀x.

Proposición 2.13. Sea A una matriz biestocástica, entonces, todos
sus valores propios tienen módulo ≤ 1, 1 es valor propio de A y ‖A‖ =
1, donde ‖A‖ = sup

‖x‖=1

‖Ax‖.

Demostración. Sea A matriz biestocástica, por la Proposición 2.10
preserva la unidad y, por lo tanto, 1 es valor propio de A con vector
propio asociado e = (1, 1, ..., 1). Por el Teorema 2.12 tenemos que
Ax ≺ x, ∀x. Sea x vector propio de A con valor propio asociado λ,
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entonces λx ≺ x y por (iii) de la Proposición 2.7, lo anterior se cumple
si y sólo si ∀t ∈ R

k∑
j=1

|(λx)j − t| ≤
k∑
j=1

|xj − t|, 1 ≤ k ≤ n.

Tomando t = 0 se obtiene que |λ|
k∑
j=1

|xj| ≤
k∑
j=1

|xj|, 1 ≤ k ≤ n.

Consecuentemente |λ| ≤ 1.
Finalmente, ‖A‖ = máx{|λj| : λ es valor propio de A} = 1, pues 1

es valor propio de A.

Proposición 2.14. Si A ∈Mn es matriz biestocástica, entonces

|Ax| ≤ A(|x|),

donde |x| = (|x1|, ..., |xn|) y escribiremos x ≤ y siempre que xi ≤ yi
para toda i = 1, ..., n.

Proposición 2.15. (i) Dados x, y ∈ R2 y 0 ≤ t ≤ 1 se tiene

(x1, x2) = (ty1 + (1− t)y2, (1− t)y1,+ty2) si y sólo si x ≺ y.

(ii) Sean x, y ∈ Rn tales que x se obtiene promediando cualesquiera
dos coordenadas de y como en (i), dejando fijas a las demás
coordenadas. Entonces x ≺ y.

Esto motiva la siguiente definición.

Definición 2.16. Diremos que una aplicación lineal T sobre Rn, es
una t-transformación si existen 0 ≤ t ≤ 1 e ı́ndices i, j tales que:

Ty = (y1, ..., tyi + (1− t)yj︸ ︷︷ ︸
i

, ..., (1− t)yi + tyj︸ ︷︷ ︸
j

, ..., yn). (3)

Proposición 2.17. Dada una t−transformación, entonces Ty ≺ y
para toda y ∈ Rn.

Teorema 2.18. Para toda x, y ∈ Rn, las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(i) x ≺ y;
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(ii) x se obtiene a partir de y mediante un número finito de t-
transformaciones;

(iii) x pertenece a la envolvente convexa de todos los vectores obtenidos
al permutar las coordenadas de y;

(iv) x = Ay para alguna matriz biestocástica A.

Proposición 2.19. (i) Si U = (uij) es una matriz unitaria, entonces
la matriz (|uij|2) es biestocástica. Le llamaremos matriz uni-estocástica
y se llamará ortoestocástica si U es ortogonal real.

(ii) Si x = Ay para alguna matriz biestocástica A, entonces existe
una matriz ortoestocástica B tal que x = By

Teorema 2.20 (Lema de Schur). Sea An×n una matriz hermitiana
(A = A∗); sea diag (A) el vector formado con los elementos en la
diagonal de A y sea λ(A) el vector cuyas coordenadas son los valores
propios de A especificados en cualquier orden. Entonces diag (A) ≺
λ(A).

Demostración. Como A es matriz hermitiana, por el teorema espectral
existe una matriz U unitaria tal que A = Udiag (λ(A))U∗. Es decir,

A =


∑n

j=1 u1jλju1j . . .
∑n

j=1 u1jλjunj
...

...∑n
j=1 unjλju1j . . .

∑n
j=1 unjλjunj

 . (4)

De esta manera diag (A) =
(∑n

j=1 u1jλju1j, . . . ,
∑n

j=1 unjλjunj

)
, en-

tonces podemos escribir

aii =
∑
j

|uij|2λj.

Esto implica que diag (A) = Sλ(A), donde S es la matriz S = (|uij|2),
que es biestocástica por la parte (i) de la Proposición 2.19. Ahora, una
aplicación de la parte (i) del Teorema 2.18 nos permite concluir que
diag(A) ≺ λ(A).

Teorema 2.21 (Principio del máximo de Ky Fan). Si λ(A) es el
vector de valores propios de una matriz hermitiana A, entonces para
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toda k = 1, 2, ..., n

k∑
j=1

λ↓j = máx
k∑
j=1

〈xj, Axj〉. (5)

Donde el máximo es tomado sobre todas las k−uplas de vectores ortonor-
males {x1, · · · , xk} en Cn.

Demostración. Sea {x1, ..., xk} un conjunto ortonormal en Cn, que
podemos completar a una base ortonormal {x1, ..., xk, ..., xn} en Cn. Si
(aij) es la matriz de A respecto de esta base, entonces aij = 〈xi, Axj〉,

1 ≤ i, j ≤ n. Por el Lema de Schur, tenemos que
m∑
j=1

〈xj, Axj〉↓ ≤
m∑
j=1

λ↓j ,

1 ≤ m ≤ n. En particular, si {x1, ..., xk} es un subconjunto ortonormal
de vectores propios de A, entonces

k∑
j=1

〈xj, Axj〉 =
k∑
j=1

〈xj, λjxj〉 =
k∑
j=1

λ↓j .

Es decir, la suma se satura alcanzando su máximo. Esto demuestra el
Teorema.

Proposición 2.22. El principio del máximo de Ky Fan y el Lema de
Schur son equivalentes.

Demostración. En la demostración del resultado anterior se vió que el
Lema de Schur implica el Principo del máximo de Ky Fan. Ahora, el
Principio del máximo de Ky Fan implica que para cada 1 ≤ k ≤ n se
tiene

k∑
j=1

λ↓j = máx
k∑
j=1

〈xj, Axj〉 ≥
k∑
j=1

〈xj, Axj〉↓ =
k∑
j=1

a↓ii. (6)

Además si k = n el máximo del lado izquierdo se alcanza en la base
ortonormal {x1, · · · , xn} de los vectores propios de A y la desigualdad
anterior se convierte en igualdad. Es decir la condición de la traza
también se cumple. Esto demuestra la proposición.

Proposición 2.23. Sean A,B matrices hermitianas, entonces para
toda k = 1, ..., n

k∑
j=1

λ↓j(A+B) ≤
k∑
j=1

λ↓j(A) +
k∑
j=1

λ↓j(B). (7)
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Demostración. Usando el Teorema 2.21

k∑
j=1

λ↓j(A+B) = máx
k∑
j=1

〈xj, (A+B)xj〉 ≤ máx
k∑
j=1

〈xj, Axj〉 (8)

+ máx
k∑
j=1

〈xj, Bxj〉 =
k∑
j=1

λ↓j(A) +
k∑
j=1

λ↓j(B), (9)

donde {x1, · · · , xk} es un subconjunto ortornormal en Cn.

Dada una matriz A de tamaño n × n, decimos que B es la ráız
cuadrada de la matriz A si B · B = A y el valor absoluto |A| se
define mediante la relación |A| =

√
A∗A. A los valores propios de la

matriz |A| tomando en cuenta sus multiplicidades se les llaman valores
singulares de A.

Proposición 2.24.

(a) Para cualquier matriz A, sea Ã la matriz:

Ã =

(
0 A
A∗ 0

)
.

Entonces Ã es hermitiana y sus valores propios son los valores singu-
lares de A junto con sus negativos.

(b) Sean s1(A), . . . , sn(A) los valores singulares de A ordenados en
forma decreciente, entonces para cualesquiera matrices A,B y todo
k = 1, 2, . . . , n se cumple

k∑
j=1

sj(A+B) ≤
k∑
j=1

sj(A) +
k∑
j=1

sj(B).

Demostración. Es fácil ver que Ã es hermitiana. Sea λ un valor propio
de Ã, con vector propio (X1, X2). Entonces tenemos que AX2 = λX1

y A∗X1 = λX2, como Ã es hermitiana λ ∈ R, consecuentemente
|A|2X2 = A∗AX2 = λA∗X1 = λ2X2. Por lo tanto |λ| =

√
λ2 es un

valor singular de A. Reciprocamente, si W ∗AQ = S es la descomposi-
ción de valores singulares de A, es decir, S = diag(s1(A), ..., sn(A)),
W es la matriz unitaria cuyas columnas Wj son los vectores propios de
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A∗A y Q es la matriz unitaria cuyas columnas Qj son los vectores pro-
pios de AA∗ correspondientes a los valores propios s2

j(A), 1 ≤ j ≤ n.
Entonces para cada j tenemos que

AQj = sj(A)Wj, y A∗Wj = sj(A)Qj,

es decir, sj(A) y −sj(A) son valores propios de Ã con vectores propios
asociados (Wj, Qj) y (−Wj, Qj), respectivamente. Esto demuestra (a).

Sean Ã y B̃ como en (a). Por la Proposición 2.23 tenemos que

k∑
j=1

λ↓j(Ã+ B̃) ≤
k∑
j=1

λ↓j(Ã) +
k∑
j=1

λ↓j(B̃).

Pero por el inciso anterior, para 1 ≤ k ≤ n podemos escribir

k∑
j=1

sj(A+B) ≤
k∑
j=1

sj(A) +
k∑
j=1

sj(B),

pues los negativos de los valores propios de |A| aparecen después de
la posición n.

Si en la proposición anterior, tomamos k = 1 obtenemos que s1(A+
B) ≤ s1(A)+s1(B), que es la desigualdad del triángulo para la norma
de operadores, i.e., ||A+B|| ≤ ||A||+ ||B||.

3. Normas simétricas sobre Cn

3.6. Normas en Cn

Para cada x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn y cada 1 ≤ p ≤ ∞

||x||p =

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

||x||∞ = máx
1≤i≤n

|xi|.

Es bien conocido que estas relaciones definen normas en Cn.
Las siguientes propiedades se demuestran fácilmente.

Proposición 3.1. Para toda x ∈ Cn y toda 1 ≤ p ≤ ∞ se cumplen
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(i) Propiedad del módulo o calibración. ‖x‖p = ‖ |x| ‖p , donde el vector
|x| se define mediante |x| = (|x1|, . . . , |xn|).

(ii) Propiedad de monotońıa. ‖x‖p ≤ ‖y‖p siempre que |x| ≤ |y| donde
ésta última desigualdad significa que |xj| ≤ |yj| para toda 1 ≤ j ≤ n.

(iii) Propiedad de simetŕıa. ‖x‖p = ‖Px‖p ∀P ∈ Sn.

Observación 3.2. Supongamos que el espacio es de dimensión in-
finita y está dotado de la p-norma, es decir se trata del espacio `p.
Las primeras dos condiciones en la proposición 3.1 se cumplen clara-
mente pues las sucesiones en `p son absolutamente convergentes. Y
por el teorema de reordenamiento de series la última condición en la
Proposición 3.1 también se cumple. Entonces la proposición también
es válida en los espacios `p.

Proposición 3.3. Una norma en Cn es calibrada si y sólo si es
monótona.

3.7. Normas simétricas y calibradas

Por la propiedad de calibración vista en la sección anterior, las
normas simétricas y calibradas en Cn están determinadas por aquellas
en Rn.

Definición 3.4. Una función Φ : Rn → R+ es simétrica y calibrada
si

(i) Φ es una norma.

(ii) Φ(Px) = Φ(x) para toda x ∈ Rn y toda P ∈ Sn.

(iii) Φ(ε1x1, . . . , εnxn) = Φ(x1, . . . , xn), donde εj = ±1, j = 1, 2, ..., n.

(iv) Φ(1) = Φ(1, 0, . . . , 0) = 1, decimos que Φ esta normalizada.

Por la condición (iii) una función simétrica y calibrada está deter-
minada por sus valores en Rn+
Definición 3.5. Sea x ∈ Rn y supóngase que sus coordenadas son
ordenadas de tal forma que |x1| ≥ |x2| ≥ · · · ≥ |xn|. Para k = 1, 2, ..., n
la norma de Ky Fan se define como

Φ(k)(x) =
k∑
j=1

|xj|. (10)
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Por las propiedades del módulo, la función Φ(k) es claramente
una función simétrica y calibrada. Además Φ(1)(x) = |x1| = ‖x‖∞ y
Φ(n)(x) = ‖x‖1. Usaremos también ‖ · ‖(k) para referirnos a la k-ésima
norma de Ky Fan, con paréntesis en el sub́ındice para no confundirla
con la p-norma.

Proposición 3.6.

(i) Toda función simétrica y calibrada es continua.

(ii) Sea Φ una función simétrica y calibrada. Entonces para toda x ∈
Rn, ‖x‖∞ ≤ Φ(x) ≤ ‖x‖1.

(iii) Sea Φ función simétrica y calibrada y sean 0 ≤ tj ≤ 1, entonces

Φ(t1x1, ..., tnxn) ≤ Φ(x).

(iv) Toda función Φ simétrica y calibrada es monótona en Rn+.

(v) Sean x, y ∈ Rn tales que |x| ≤ |y|, entonces Φ(x) ≤ Φ(y).

Consideraremos funciones Φ : Rn → Rm, cuyo dominio es todo
Rn o bien un subconjunto de este espacio que es convexo e invariante
bajo la permutación de sus coordenadas. Dados dos vectores en Rn,
x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn), escribiremos x ≤ y si xj ≤ yj, 1 ≤
j ≤ n. Retomando el concepto mayorización presentado en la sección
anterior introducimos ahora la siguiente.

Definición 3.7. Diremos que una función Φ : Rn → Rm es

(i) isotona si

x ≺ y ⇒ Φ(x) ≺ω Φ(y) (11)

(ii) fuertemente isotona si

x ≺ω y ⇒ Φ(x) ≺ω Φ(y); (12)

(iii) monótona creciente si x ≤ y implica Φ(x) ≤ Φ(y);

(iv) convexa si

Φ(tx+ (1− t)y) ≤ tΦ(x) + (1− t)Φ(y), 0 ≤ t ≤ 1, x, y ∈ Rn.

Si m = 1 la submayorización ≺ω en el lado derecho de (11) se
convierte en desigualdad. En este caso las funciones isotonas también
se llaman Schur-convexas o bien S-convexas.
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Teorema 3.8. Sea Φ : Rn → Rm una aplicación convexa. Supóngase
que para toda P ∈ Sn existe P ′ ∈ Sm tal que

Φ(Px) = P ′Φ(x) ∀x ∈ Rn. (13)

Entonces Φ es isotona. Si además Φ es monótona creciente entonces
es fuertemente isotona.

Proposición 3.9. La función −H, donde H es la entroṕıa de Shan-
non, es una función isotona.

Demostración. Para x ≥ 0 sea ϕ(x) = x log(x), con la convención de
que 0 log(0) = 0. Como ϕ es una función convexa se tiene que−H(x) =
n∑
j=1

ϕ(xj) es convexa. Además es claro que −H(x) es invariante bajo

permutaciones de las coordenadas de x.
Supóngase que x ≺ y, entonces por el inciso (iii) del Teorema 2.18,

para 1 ≤ j ≤ n, existen Pj ∈ Sn y 0 ≤ tj ≤ 1 con
n∑
j=1

tj = 1 tales

que x =
n∑
j=1

tjPjy. Por la convexidad de −H y su invarianza bajo

permutaciones se obtiene que

−H(x) ≤ −
∑
j

tjH(Pjy) = −H(y).

Proposición 3.10. Sean x, y ∈ Rn+. Si x ≺ω y entonces Φ(x) ≤ Φ(y)
para toda función Φ simétrica y calibrada.

Demostración. Por ser norma Φ es convexa, por la simetŕıa se cumple
la identidad (13) para toda P ∈ Sn, con P ′ = Id. Entonces por el
Teorema 3.8, Φ es fuertemente isotona, es decir Φ(x) ≤ Φ(y).

Proposición 3.11. Sea Φ(k)(·) la k-ésima norma de Ky Fan, para
k = 1, 2, ..., n. Si Φ(k)(x) ≤ Φ(k)(y) para toda k = 1, 2, ..., n y para
toda x, y ∈ Rn, entonces Φ(x) ≤ Φ(y) para toda función Φ simétrica
y calibrada y para toda x, y ∈ Rn.
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Demostración. Supóngase que Φ(k)(x) ≤ Φ(k)(y) para toda k = 1, 2,
. . . , n por la Definición 3.5 tenemos que |x| ≺ω |y|, entonces de la
Proposición 3.10 se tiene que para toda Φ función simétrica y calibrada
Φ(|x|) ≤ Φ(|y|). En consecuencia Φ(x) ≤ Φ(y) por la propiedad de
calibración.

Proposición 3.12. (Desigualdad de Young) Sean p, q, r ∈ R+ tales
que 1

p
+ 1

q
= 1

r
. Entonces para cada función simétrica y calibrada Φ y

cada x, y ∈ Rn se cumple

[Φ(|x · y|r)]1/r ≤ [Φ(|x|p)]1/p [Φ(|y|q)]1/q . (14)

La desigualdad que se obtiene tomando r = 1 en (14) es la desigual-
dad de Hölder para funciones simétricas y calibradas. Si tomamos
r = 1 y p = 2 en (14) obtenemos la desigualdad de Cauchy-Schwarz
para funciones simétricas y calibradas.

Si Φ = Φ(n) y r = 1 la desigualdad (14) se reduce a la bien conocida
desigualdad de Hölder para las p-normas en Cn.

Teorema 3.13 (Desigualdad de Minkowski). Sea Φ una función si-
métrica y calibrada, sea p ≥ 1, entonces para toda x, y ∈ Rn se cumple

[Φ(|x+ y|p)]1/p ≤ [Φ(|x|p)]1/p + [Φ(|y|p)]1/p . (15)

Nótese que si Φ = Φ(n) tenemos(
n∑
j=1

|xj + yj|p
)1/p

≤

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

+

(
n∑
j=1

|yj|p
)1/p

(16)

que es la desigualdad de Minkowski para la p-norma.

3.8. Normas en Cn unitariamente invariantes

En esta sección Cn denotará el espacio de Hilbert Cn dotado del
producto interno 〈·, ·〉 y con la norma asociada ‖ · ‖. Si A ∈ Mn, ‖A‖
denotará su norma como operador, definida como

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖Cn . (17)

Si A ∈ Mn, su módulo |A| se define por |A| = (A∗A)1/2, donde
(A∗A)1/2 es la ráız cuadrada positiva del operador positivo A∗A.

Denotaremos por s(A) = (s1(A), s2(A), . . . , sn(A)) al vector de
valores singulares de A ordenados de manera que s1(A) ≥ s2(A) ≥
· · · ≥ sn(A).
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Proposición 3.14. Sea A operador lineal en Cn, entonces

‖A‖ = ‖ |A| ‖ = s1(A). (18)

Proposición 3.15. Si U, V son operadores unitarios sobre Cn en-
tonces

|U AV | =V ∗|A|V (19)

y además

‖A‖ = ‖U AV ‖. (20)

Demostración. Sean U y V operadores unitarios, entonces

|U AV |2 = (U AV )∗(U AV ) = (V ∗A∗ U∗)(U AV )

= V ∗A∗ IdAV = V ∗ |A|2 V = V ∗ |A|V V ∗ |A|V
= (V ∗ |A|V )2.

Aśı, extrayendo la ráız cuadrada tenemos |U AV | = V ∗|A|V . Aho-
ra usaremos esta relación para demostrar la segunda identidad de la
proposición. Sea x ∈ Cn

‖U AV x‖2 = ‖V ∗|A|V x‖2 = 〈V ∗|A|V x, V ∗|A|V x〉
= 〈V V ∗|A|V x, |A|V x〉 = 〈|A|V x, |A|V x〉.

Como V es unitario se tiene que ‖V x‖ = ‖x‖; además ‖ |A| ‖ = ‖A‖,
por lo tanto ‖A‖ = ‖U AV ‖.

Una norma en los operadores sobre Cn que satisface la propiedad
(20) para todo U, V operadores unitarios, se llama unitariamente in-
variante. Denotaremos a tales normas mediante |||·||| y las normalizare-
mos de manera que |||diag(1, 0, · · · , 0)||| = 1.

El siguiente teorema relaciona las normas unitariamente invarian-
tes con las funciones simétricas y calibradas, mediante los valores sin-
gulares.

Teorema 3.16. (i) Sea Φ una función simétrica y calibrada sobre Rn.
Definimos la función ||| · |||Φ sobre Mn×n como sigue

|||A|||Φ = Φ(s(A)). (21)
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Entonces ||| · |||Φ es una norma.
(ii) Sea ||| · ||| una norma unitariamente invariante. Definimos la

función Φ|||·||| sobre Rn mediante

Φ|||·|||(x) = |||diag (x)|||. (22)

Donde diag (x) es la matriz diagonal con coordenadas x1, x2, . . . , xn.
Entonces Φ|||·||| es una función simétrica y calibrada.

Las funciones simétricas y calibradas conducen a varios ejemplos
de normas unitariamente invariantes en el espacio de las matrices com-
plejas n× n. Dos clases de tales normas son:

(1) Las p-normas de Schatten, para 1 ≤ p ≤ ∞,

‖A‖p = Φp(s(A)) =

[
n∑
j=1

(sj(A))p
]1/p

(23)

‖A‖∞ = Φ∞(s(A)) = s1(A) = ‖A‖. (24)

(2) Las k-normas de Ky Fan

‖A‖(k) =
k∑
j=1

sj(A) = Φ(k)(s(A)) para 1 ≤ k ≤ n. (25)

Hemos visto que ‖A‖(1) = ‖A‖∞ = ‖A‖ y ‖A‖(n) = ‖A‖1 =
‖ |A| ‖1 = Tr (|A|). En la base que diagonaliza a |A| tenemos que

(Tr|A|p)
1
p =

( n∑
j=1

sj(A)p
) 1
p

= ‖A‖p. (26)

La traza es un funcional sobre el espacio de matrices complejas
n × n con propiedades similares a las de la integral. Debido a esta
analoǵıa y en vista de la identidad (26), al espacio Mn×n(C) provisto
con la norma ‖ · ‖p le llamaremos espacio Lp no conmutativo y lo
denotaremos por Lp(Cn).

Igual que en el caso conmutativo el espacio L2(Cn) tiene un estruc-
tura de espacio de Hilbert, con el producto interno de Hilbert-Schmidt
que se define mediante

〈A,B〉HS = Tr
(
A∗B

)
.
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La norma inducida por este producto interno es la norma Hilbert-
Schmidt,

‖A‖HS = Tr
(
A∗A

) 1
2 = Tr(|A|2)

1
2 =

(∑
j

(sj(A))2
) 1

2
= ‖A‖2,

que coincide con la 2−norma de Schatten. A esta norma también se le
llama norma de Frobenius. Si A = (aij)1≤i,j≤n entonces después de un

cálculo simple se ve que ‖A‖2 =
(∑

ij |aij|2
)1/2

. Es decir, la norma de

Hilbert-Schmidt es la norma euclidiana de la matriz A pensada como
vector en Cn2

.

Proposición 3.17. Si 1 ≤ p <∞ y 1
p

+ 1
q

= 1, entonces se cumple la
desigualdad de Hölder para las p-normas de Schatten.

Demostración. Se sigue de (14) con r = 1, Φ = Φp y la identidad
(23).

El siguiente Teorema muestra la relevancia de las normas de Ky
Fan.

Teorema 3.18 (Dominación de Ky Fan). Sean A,B ∈ Mn×n; si
‖A‖(k) ≤ ‖B‖(k) para k = 1, 2, . . . , n. Entonces

|||A||| ≤ |||B|||,

para todas las normas unitariamente invariantes.

Demostración. Sea ||| · ||| una norma unitariamente invariante y Φ :=
Φ|||·||| la función simétrica y calibrada asociada. Por la descomposición
de valores singulares, para cualquier matrizA se tiene que diag(s(A)) =
W ∗AQ con W y Q matrices unitarias, consecuentemente |||A||| =
|||W ∗AQ||| = |||diag(s(A))|||. Por otra parte, del Teorema 3.16 obte-
nemos que |||A|||Φ = Φ|||·|||(s(A)) = |||diag(s(A))|||, entonces

|||A||| = |||A|||Φ = Φ|||·|||(s(A)).

Sean A,B matrices de tamaño n × n. Si ‖A‖(k) ≤ ‖B‖(k) para
k = 1, 2, . . . , n; por la ecuación (25) tenemos que

k∑
j=1

sj(A) ≤
k∑
j=1

sj(B) para toda 1 ≤ k ≤ n.
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Entonces s(A) ≺ω s(B). Por la Proposición 3.10 se tiene que |||A||| =
Φ|||·|||(s(A)) ≤ Φ|||·|||(s(B)) = |||B|||.

Recordemos que de la Proposición 3.6 se cumple que Φ(1)(x) ≤
Φ(x) ≤ Φ(n)(x) para toda x ∈ Cn y toda función simétrica y calibrada
Φ. Entonces por el Teorema 3.16 tenemos que ‖A‖∞ = ‖A‖ ≤ |||A||| ≤
‖A‖(n) = ‖A‖1, para toda A ∈ Mn×n y toda norma unitariamente
invariante ||| · |||.

4. Desigualdades tipo Minkowski.

La noción de traza parcial es central en esta parte, para una dis-
cusión más amplia de este operador el lector puede consultar, por
ejemplo, las referencias [7], [8].

Definición 4.1. Sean H1 y H2 espacios de Hilbert de dimensión finita.
Sea {ei}i una base ortonormal de H2. Sea ρ un operador sobre H1⊗H2.
La traza parcial de ρ es el operador Tr 2ρ ∈ B(H1) definido para todos
u, v ∈ H1 mediante

〈u,Tr 2ρv〉H1 =
∑
i

〈u⊗ ei, ρ(v ⊗ ei)〉H1⊗H2 . (27)

Se puede demostrar que el operador Tr 2ρ no depende de la base
ortonormal utilizada. Además, la traza parcial es un operador Tr 2 :
B(H1⊗H2)→ B(H1), que preserva la traza y la positividad. De hecho,
es un operador completamente positivo, veáse por ejemplo, [7] y [8].

Denotaremos mediante ρ1 = Tr 2ρ, a la traza parcial del operador
ρ ∈ B(H1 ⊗H2) y de manera análoga ρ2 = Tr 1ρ.

La siguientes desigualdades tipo Minkowski se deben a E. A. Carlen
y E. Lieb, [3], [4]. Para las condiciones de igualdad consúltese [9].
Demostraremos sólo la primera desigualdad, la demostración de la
segunda es más dif́ıcil.

Teorema 4.2 (Desigualdad Tipo Minkowski I). Sea A ∈ B(H1⊗H2)
positivo. Entonces, para toda p ≥ 1(

Tr 2(Tr 1A)p
)1/p ≤ Tr 1(Tr 2A

p)1/p. (28)

Si 0 < p ≤ 1, la desigualdad se invierte.
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Demostración. Por la desigualdad de Hölder, Proposición 3.17, para
1
p

+ 1
q

= 1 tenemos que

Tr (BTr 1A) ≤ (TrBq)
1
qTr ((Tr 1A)p)

1
p (29)

para B ∈ B(H2) positivo. Tomando B =
∑

j bj|βj〉〈βj|, donde bj =

αλj con α =
(∑

j λ
q
j

) 1
q y {λj}, {βj} los valores propios y la base

ortonormal que diagonaliza a Tr 1A, respectivamente, es fácil ver que
se cumple la igualdad en (29) y que TrBq = 1. Entonces tenemos

Tr
(
(Tr 1A)p

) 1
p = Tr

(
BTr 1(A)

)
= Tr

(
(I ⊗B)A

)
=
∑
i, j

〈ei ⊗ βj, (I ⊗B)A(ei ⊗ βj)〉

=
∑
i, j

〈ei ⊗Bβj, A(ei ⊗ βj)〉,

donde {ei} es base ortonormal de H1.
Podemos estimar el lado derecho como sigue

∑
i, j

〈ei ⊗Bβj , A(ei ⊗ βj)〉 ≤
∑
i

∑
j

λqj

 1
q
∑

j

(〈ei ⊗ βj , A(ei ⊗ βj)〉)p
 1

p

=
∑
i

∑
j

(〈ei ⊗ βj , A (ei ⊗ βj)〉)p
 1

p

.

Una aplicación del Teorema espectral en dimensión finita permite
demostrar que

〈ei ⊗ βj, A(ei ⊗ βj)〉 ≤
(
〈ei ⊗ βj, Ap(ei ⊗ βj)〉

) 1
p
,

de donde se obtiene

(Tr (Tr 1A
p))

1
p ≤

∑
i

(∑
j

(
〈ei ⊗ βj, Ap(ei ⊗ βj)〉

) 1
p

)

=
∑
i

(
〈ei,Tr 2A

pei〉
) 1
p
.
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Si se elige la base {ej}j como los valores propios de Tr 2A
p. Entonces

el lado derecho de la desigualdad anterior es Tr (Tr 2A
p)

1
p . Con esto se

concluye la demostración.

Teorema 4.3 (Desigualdad Tipo Minkowski II). Para 1 ≤ q ≤ p ≤ 2
y todo A operador positivo sobre H1 ⊗H2 ⊗H3,

Tr 3

(
Tr 2

(
(Tr 1A

q)
p
q

)) q
p ≤ Tr 3

(
Tr 1[(Tr 2A

p)
q
p ]
)
. (30)

Para 0 ≤ p ≤ 1, y cualquier q ≥ p la desigualdad se invierte.

4.9. Subaditividad Fuerte de la entroṕıa de von Neumann

Consideremos una función f(p) = ρp, ρ un estado, i.e., un operador
positivo de traza unitaria. Por cálculo funcional podemos escribir ρp =∑

j λ
p
j |ej〉〈ej|, entonces

d

dp
(Trρp)

∣∣∣
p=1

=
d

dp

[
Tr
(∑

j

λpj |ej〉〈ej|
)]

p=1

=
d

dp

[∑
j

λpjTr
(
|ej〉〈ej|

)]
p=1

=
d

dp

[∑
j

λpj

]
p=1

=
∑
j

λj log λj = −S(ρ).

La serie de McLaurin de f(x) = ax+1 alrededor de 0 tiene la forma
f(x) = a+xa ln a+a(ln a)2 x2

2!
+. . . . Entonces para una matriz definida

positiva A y ε > 0 suficientemente pequeño, tenemos

A1±ε = A± εA log A± ε2A(log A)2

2!
± . . . (31)

Teorema 4.4. (Subaditividad fuerte de la entroṕıa de von Neumann)
Sea ρ123 un estado sobre el espacio de Hilbert H1⊗H2⊗H3. Entonces

S(ρ1,3) + S(ρ2,3) ≥ S(ρ1,2,3) + S(ρ3),

donde S es la entroṕıa de von Neumann.

Demostración. Sea ρ = ρ1,2,3 ∈ B(H1⊗H2⊗H3) un estado. Usaremos
las siguientes notaciones: ρ2,3 = Tr 1ρ, ρ3 = Tr 1Tr 2ρ, etc. Aplicamos
traza parcial sobre el segundo factor en (31),

Tr2(ρ1+ε) = Tr2ρ+ ε Tr2ρ log ρ+O(ε2) = ρ1,3 + ε Tr2ρ log ρ+O(ε2).
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Por otro lado, sabemos que 1
1+ε

=
∑
n≥0

(−ε)n = 1− ε+O(ε2). Aśı

[
Tr2(ρ1+ε)

] 1
1+ε

=
(
ρ1,3 + ε Tr2ρ log ρ+O(ε2)

) 1
1+ε

=ρ1,3 + ε Tr2ρ log ρ− ε
(
ρ1,3 + ε Tr2ρ log ρ

)
log(ρ1,3 + ε Tr2ρ log ρ

)
+O(ε2)

=ρ1,3 + ε Tr2ρ log ρ− ερ1,3 log ρ1,3 +O(ε2).

Y tomando Tr 1 y Tr 3 obtenemos que

Tr3 Tr1

[
Tr2(ρ1+ε)

] 1
1+ε

= 1− εS(ρ) + εS(ρ1,3) +O(ε2). (32)

De manera análoga se obtiene que

Tr3

[
Tr2

(
ρ1+ε

2,3

)] 1
1+ε

= 1− εS(ρ2,3) + εS(ρ3) +O(ε2) (33)

Ahora, aplicando el Teorema 4.2, con A = ρ, p = 1 + ε, y usando
que la traza parcial es una transformación completamente positiva, de
(32) y (33) obtenemos,

1− εS(ρ) + εS(ρ1,3) +O(ε2) ≤ 1− εS(ρ2,3) + εS(ρ3) +O(ε2)

Equivalentemente

1− S(ρ) + S(ρ1,3) +
O(ε2)

ε
≤ 1− S(ρ2,3) + S(ρ3) +

O(ε2)

ε
.

Haciendo ε → 0, obtenemos la subaditividad fuerte para la entroṕıa
de von Neumann.
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Las conjeturas de Weil para curvas

eĺıpticas

Marco Antonio Sánchez Mirafuentes

Resumen
En este trabajo se presentan las conjeturas de Weil y
se da una demostración en el caso de una curva eĺıpti-
ca. Estas conjeturas tienen antecedentes en los trabajos
de Gauss, concretamente en las Disquisitiones Art. 358,
donde se da el número de soluciones de congruencias de
las forma ax3 − by3 ≡ 1(mod p), con p un número primo
de la forma p = 3n+1. Tiempo después en los trabajos de
Artin y Hasse se formula la conjetura de Riemann para
campos de funciones, demostrada por Hasse en el caso
eĺıptico y por Weil en el caso de una curva arbitraria.
En la demostración que se presenta a continuación son
importantes las nociones de morfismo separable, el mor-
fismo de Frobenius y el apareamiento de Weil.

Palabras clave: variedad proyectiva, función zeta, curva algebraica,
curva eĺıptica, diferenciales, morfismo de Frobenius, isogenia,
apareamiento de Weil, módulo de Tate, cohomoloǵıa �-ádica.

Clasificación de la AMS: 14H52, 11G20

1. Funciones zeta y las conjeturas de Weil

Denotaremos la cardinalidad de un conjunto C por N(C). Si k es un
campo finito con q elementos, que también denotaremos por Fq, se
tiene el lema siguiente

Lema 1.1. Sea k un campo finito con q elementos, entonces la cardi-
nalidad de Pn(k) es 1 + q + . . . + qn.

Demostración. Definiendo ϕ : kn+1 − {0} → Pn(k) como

ϕ(x0, . . . xn) = [x0, . . . xn],
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se tiene que ϕ es suprayectiva, y dado un punto cualquiera [x0, . . . xn]
en Pn(k) observe que

ϕ−1[x0, . . . xn] = {(λx0, . . . λxn) : λ ∈ k − {0}}.

ya que si (x′0, . . . x
′
n) ∈ ϕ−1[x0, . . . xn] entonces existe un λ 6= 0 en k

tal que x′i = λxi para cada i; aśı el conjunto ϕ−1[x0, . . . xn] tiene q− 1
elementos. Puesto que ϕ es suprayectiva y N(kn+1−{0}) = qn− 1, se
tiene que qn+1 − 1 = (q − 1)N(Pn(k)), es decir, N(Pn(k)) = 1 + q +
. . .+ qn.

Recuerde ahora que si k es un campo finito, con q elementos, para cada
s ∈ N existe un campo ks, y sólo uno, tal que k ⊆ ks y N(ks) = qs.

Ahora sea X una variedad proyectiva en Pn(k). Como los polinomios
homogéneos que definen a X pertenecen a

k[x0, . . . , xn] ⊆ ks[x0, . . . , xn],

podemos pensar a X como una variedad proyectiva en Pn(ks) y por lo
tanto tiene sentido considerar el número Ns = N(X) de puntos de la
variedad X vista en Pn(ks).

Definición 1.2. Si k es un campo finito con q elementos, la función
zeta de la variedad proyectiva X ⊆ Pn(k) es la serie:

ZX(u) = exp
( ∞∑
s=1

Nsu
s

s

)
,

donde exp(u) =
∞∑
s=0

us

s!
. La variable u toma valores en C, por lo tanto

podemos pensar a ZX como una serie formal de potencias o, utilizando
la desigualdad siguiente (que se obtiene del lema 1.1)

Ns ≤
qs(n+1) − 1

qs − 1
≤ (n+ 1)qsn,

vemos que f(u) =
∞∑
s=1

Nsu
s

s
se puede comparar con la serie g(u) =

∞∑
s=1

(qnu)s

s
, y concluir que ZX es holomorfa en alguna vecindad del 0.
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Las conjeturas de Weil. Sea X una variedad proyectiva lisa de
dimensión n definida sobre k = Fq, y sea ZX(u) la función zeta de X.

(1) La racionalidad de la función zeta. ZX es una función ra-
cional, es decir, es un cociente de polinomios con coeficientes
racionales.

(2) Ecuación funcional. Sea E el número de autointersección de
la diagonal ∆ de X × X. Entonces ZX satisface la ecuación
funcional siguiente:

ZX

( 1

qnu

)
= ±qn

E
2 uEZX(u).

(3) Analoǵıa con la hipótesis de Riemann. Es posible escribir

ZX(U) =
P1(u)P3(u) . . . P2n−1(u)

P0(u)P2(u) . . . P2n(u)
,

donde P0(u) = 1 − u; P2n = 1 − qnu; y para cada 1 ≤ i ≤
2n − 1, Pi(u) es un polinomio con coeficientes enteros que se
puede escribir de la forma siguiente:

Pi(u) =
∏

(1− αiju),

donde los αij son enteros algebraicos con |αij| = q
1
2 .

Estas conjeturas aparecen por primera vez en el art́ıculo de A. Weil,
Number of solutions of equations over finite fields, Bull. Amer. Math.
Soc. 55 (1949), 497 - 508; el art́ıculo en cuestión empieza tratando
el caso de variedades algebraicas de la forma V (a0X

n
0 + . . . + arX

n
r )

donda cada ai ∈ k; de aqúı obtiene la racionalidad de la función zeta
asociada a tal variedad y después enuncia las conjeturas en el caso
general. Cabe señalar que A. Weil probó sus conjeturas en el caso de
curvas, es decir, variedades algebraicas de dimensión 1.

Ejemplo 1.3.

Calculamos la función zeta de Pn usando el lema 1.1. En efecto, co-
mo el resultado es independiente del campo finito usado, esto significa
que Ns = 1 + qs + . . .+ qsn, por lo que:

∞∑
s=1

(1 + qs + . . .+ qsn)us

s
=
∞∑
s=1

us

s
+
∞∑
s=1

(uq)s

s
+ . . .

∞∑
s=1

(uqn)s

s
.
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Y recordando que − log(1− u) =
∞∑
s=1

us

s
obtenemos:

ZPn(u) =
1

(1− u)(1− qu) . . . (1− qnu)
.

En particular esto muestra que ZPn es una función racional, en con-
cordancia con la conjetura de Weil correspondiente.

2. Curvas algebraicas

Por una curva o curva algebraica entenderemos una variedad proyec-
tiva (irreducible) de dimensión 1. No sólo nos interesamos por las
variedades proyectivas sino también por los morfismos entre ellas y en
este sentido se tiene el teorema siguiente.

Teorema 2.1. Si φ : C1 → C2 es un morfismo de curvas, entonces φ
es constante o suprayectivo.

Demostración. Como φ : C1 → C2 es regular sabemos que φ(C1)
es un subconjunto algebraico de C2. Si φ(C1) es finito, entonces sólo
puede tener un punto, ya que en caso contrario como φ es continua,
podŕıamos escribir a C1 como unión disjunta de conjuntos algebraicos,
contradiciendo que C1 es irreducible y, en este caso, φ es constante.

Ahora si φ(C1) no fuera finito entonces dim(φ(C1)) > 0 además
dim(φ(C1)) ≤ dim(C2) = 1 por lo tanto dim(φ(C1)) = dim(C2), y
como φ(C1) ⊆ C2 se tiene que, ([1] caṕıtulo I ejercicio 1.10), φ(C1) =
C2 en particular, φ es suprayectiva.

Ahora supongamos que tenemos curvas C1/k y C2/k y φ : C1 → C2

un morfismo no constante definido sobre k. Entonces φ induce una
función φ∗ : k(C2) → k(C1) entre los campos de funciones k(C2) y
k(C1) mediante φ∗(f) = f ◦ φ.

Puesto que φ no es constante, por el teorema 2.1, φ es suprayectiva,
por lo que φ∗ es inyectiva. Además, φ∗ es un morfismo de campos
que deja fijo al campo k. Por lo anterior ya podemos suponer que
k(C1) es una extensión de φ∗k(C2), y el teorema siguiente nos da una
caracterización de tal extensión.

Teorema 2.2. Sean C1/k y C2/k dos curvas y φ : C1 → C2 un
morfismo de curvas no constante. Entonces k(C1) es una extensión
finita de φ∗k(C2).
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Demostración. Usando φ∗ podemos pensar que se tiene la inclusión
de campos k(C2) ⊆ k(C1). Ambos campos son extensiones finitamente
generadas y de grado de trascendencia 1 sobre k. De la torre de campos
siguiente

k(C1)

k(C2)

k

se sigue que gr tr(k(C1)�k) = gr tr(k(C2)�k) + gr tr(k(C1)�k(C2))
y, ya que gr tr(k(C1)�k) = gr tr(k(C2)�k) = 1, se tiene que
gr tr(k(C1)�k(C2)) = 0. Por lo tanto la extensión es algebraica y,
puesto que las extensiones son finitamente generadas sobre k, se tiene
que k(C1)�k(C2) es finita.

Con base en los Teoremas 2.1 y 2.2 se tiene la definición siguiente.

Definición 2.3. Sea φ : C1 → C2 un morfismo de curvas definidas
sobre k. Si φ es constante se define el grado de φ, que denotaremos
por gr(φ), igual a 0. Si φ no es constante diremos que φ es finito y se
define el grado de φ como:

gr(φ) = [k(C1) : φ∗k(C2)]

Decimos que φ es separable si k(C1)/φ∗k(C2) es separable, y el grado
de separabilidad de φ, denotado por grs φ, es el grado de separabilidad
de k(C1)/φ∗k(C2).

Definición 2.4. Sea C una curva. El espacio de formas diferenciales
(meromorfas) en C, denotado por ΩC, es el k(C)-espacio vectorial
generado por los śımbolos de la forma dx para x ∈ k(C), donde k es
una cerradura algebraica de k, que satisfacen las relaciones siguientes:

(1) d(x+ y) = dx+ dy para todo x, y ∈ k(C).

(2) d(xy) = xdy + ydx para todo x, y ∈ k(C).

(3) da = 0 para cada a ∈ k.
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Sean C1 y C2 dos curvas y ϕ : C1 → C2 un morfismo no constante.
Entonces la función natural ϕ∗ : k(C2) → k(C1) induce una función
ϕ∗ : ΩC2 → ΩC1 dada por:

ϕ∗
(∑

fi dxi

)
=
∑

(ϕ∗fi) d(ϕ∗xi). (∗)

El teorema siguiente, cuya demostración puede verse en [3] caṕıtulo
II proposición 4.2, enuncia algunas propiedades del espacio de formas
diferenciales sobre una curva C.

Teorema 2.5. Sea C una curva. Entonces:

(1) ΩC es un k(C)-espacio vectorial de dimensión 1.

(2) Sea x ∈ k(C). Entonces dx ∈ k(C) es una base para ΩC si y sólo
si k(C)/k(x) es una extensión finita separable. Aqúı k(x) denota
el campo de funciones racionales en x.

Proposición 2.6. Sean C1, C2 curvas y φ : C1 → C2 un morfismo no
constante. Entonces φ es separable si y sólo si la función ϕ∗ : ΩC2 →
ΩC1 es inyectiva.

Demostración. Por el teorema 2.5 se puede escoger un y ∈ k(C2) tal
que {dy} es una base del k(C2)-espacio vectorial ΩC2 y k(C2)/k(y) es
separable. Ahora φ∗ : k(C2) → k(C1) es un k-monomorfismo, por lo
que φ∗k(C2) es separable sobre φ∗k(y) = k(φ∗y), esta última igualdad
por que φ∗ es un k-monomorfismo.

Se afirma que φ∗ : ΩC2 → ΩC1 es inyectiva si y sólo si d(φ∗y) 6=
0. Para ver esto supongamos que φ∗ es inyectiva; por (∗) se tiene
que φ∗(dy) = d(φ∗y) y puesto que dy 6= 0, ya que φ∗ inyectiva, se
tiene que d(φ∗y) 6= 0. Rećıprocamente supongamos que d(φ∗y) 6= 0 y
sea f ∈ ΩC2 tal que φ∗(f) = 0. Entonces f = ηdy, con η ∈ k(C2),
aśı φ∗(f) = φ∗(η)d(φ∗y), por (∗). Como φ∗ es un monomorfismo de
campos se sigue que η = 0 por lo que f = 0. Con esto la afirmación
queda completamente probada.

Ahora, d(φ∗y) 6= 0 si y sólo si d(φ∗y) es una base para ΩC1 , por el
teorema 2.5 (1), y d(φ∗y) es base de ΩC1 si y sólo si k(C1)/k(φ∗y) es
separable, por el teorema 2.5 (2).

Puesto que k(φ∗y) ⊆ φ∗k(C2) ⊆ k(C1) y φ∗k(C2)/k(φ∗y) es separa-
ble, entonces k(C1)/k(φ∗y) es separable si y sólo si k(C1)/φ∗k(C2) es
separable. Por lo tanto k(C1)/φ∗k(C2) es separable si y sólo si φ∗ es
inyectiva.
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3. Curvas eĺıpticas

Una curva eĺıptica sobre un campo k es un par (E,O), donde E es una
curva de género 1 definida sobre k, y O ∈ E es un punto distinguido
de E y con coordenadas en k.

Ejemplo 3.1.

Sea K un campo, de caracteŕıstica distinta de 2. La curva

y2 = (x− α1)(x− α2)(x− α3)

donde los αi son distintos entre śı, es una curva eĺıptica, ya que por [3]
caṕıtulo II ejemplo 5.7, tal curva tiene género 1 (ver la figura siguiente
de una curva eĺıptica en C, aunque solo veamos la parte real de tal
curva, aqúı α1 = −1, α2 = 0 y α3 = 1.)
Una curva eĺıptica E se puede identificar con una curva dada por una
ecuación de Weierstrass

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

con coeficientes en K, ver [3] caṕıtulo III proposición 3.1. Una dife-
rencial importante asociada a tal curva eĺıptica

ω =
dx

2y + a1x+ a3

=
dy

3x2 + 2a2x+ a4 − a1y

se le llama la diferencial invariante asociada a la ecuación de Weier-
strass E.

La estructura de grupo. Sea E una curva eĺıptica con un punto
base O, dos puntos P,Q ∈ E y L la recta que une a P y Q si P 6= Q
y si P = Q, entonces L es la recta tangente a E en P . Sea R el
tercer punto de intersección de L con E, que existe por el teorema de
Bezout. Sea L̃ la recta que une a O con R. Entonces R′ = P ⊕Q es el
tercer punto dado por la intersección de L̃ con E, que existe gracias
al teorema de Bezout (ver la figura (1)). Se demuestra que, bajo esta
operación, E es un grupo abeliano, ver, por ejemplo, [3] caṕıtulo III
proposición 2.2.

Definición 3.2. Sean E1 y E2 curvas eĺıpticas. Una isogenia entre E1

y E2 es un morfimo de curvas φ : E1 → E2 tal que φ(O1) = O2, donde
O1 y O2 son los puntos distinguidos de E1 y E2, respectivamente.
Diremos que E1 y E2 son isógenas si existe una isogenia φ : E1 → E2

tal que φ(E1) 6= O, y aśı, por el teorema 2.1, φ es suprayectiva.
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P
Q R

R′

Figura 1: La operación de grupo en una curva eĺıptica

Ejemplo 3.3.

Sea m ∈ Z y E una curva eĺıptica. Se define la isogenia multipli-
cación por m, [m] : E → E de la manera siguiente:

[m](P ) = P + . . .+ P (m-veces).

Ejemplo 3.4.

El morfismo de Frobenius. Sea K un campo de caracteŕıstica p > 0
y q = pr, r un número natural. Si E/K es una curva eĺıptica dada por
una ecuación de Weierstrass C, E(q)/K es la curva definida por el ideal
I(E(q)) generado por

{f (q) | f ∈ I(C)}

donde f(q) es el polinomio cuyos coeficientes son los coeficientes de f
elevados a la potencia q-ésima y el morfismo de Frobenius, φq : E →
E(q), es el dado por

(x, y) 7→ (xq, yq)

Aqúı E(q) está dada por una ecuación de Weierstrass y se puede pro-
bar, ver [3] caṕıtulo III ejemplo 4.6, que E(q) es una curva eĺıptica.
En particular si K = Fq, entonces el morfismo potencia q-ésima es la
identidad por lo que E(q) = E y φq es un endomorfismo de E, llamado
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el endomorfismo de Frobenius. Nótese que los puntos fijos del endo-
morfismo de Frobenius son los puntos de E con coordenadas en K, es
decir, el núcleo del morfismo 1− φq : E → E consiste de tales puntos
y sólo ellos.
Puede mostrarse, ver por ejemplo [3] caṕıtulo III teorema 4.8, que
si E es una curva eĺıptica y φ : E → E es una isogenia, entonces φ
define un morfismo (endomorfismo) del grupo abeliano E en śı mismo.
El teorema siguiente nos da información sobre la cardinalidad de las
fibras de φ.

Teorema 3.5. Sean E1 y E2 curvas eĺıpticas y φ : E1 → E2 una
isogenia entre ellas, no constante. Entonces para todo Q ∈ E2, excepto
un número finito, se tiene que N(φ−1(Q)) = grs φ.

Una demostración del teorema anterior puede encontrarse en [3] caṕıtu-
lo II proposición 2.6.

Proposición 3.6. Sean E1 y E2 curvas eĺıpticas y φ : E1 → E2 una
isogenia entre ellas no constante. Entonces si φ es separable se tiene
que:

N(ker(φ)) = grφ.

Demostración. Por el teorema 3.5 sabemos que N(φ−1(Q)) = grs φ
excepto para un número finito de puntos Q en E2, además como φ
es separable se tiene que grφ = grs φ. Si P y P1 son dos puntos
de E2, puesto que φ no es constante, por el teorema 2.1 existe un
R ∈ E1 tal que φ(R) = P1−P . De esta manera definimos una función
ψ : φ−1(P )→ φ−1(P1) como ψ(S) = S + R. Obsérvese que φ(S) = P
y φ(R) = P1−P . De este modo φ(ψ(S)) = φ(S) +φ(R) = P , es decir,
ψ está bien definida.

Si S1, S2 ∈ E1 cumplen que ψ(S1) = ψ(S2), se tiene queR+S1 = R+S2

por lo que S1 = S2 y aśı ψ es inyectiva. Sea P3 ∈ φ−1(P1); notemos que
P3 −R ∈ φ−1(P ) y que ψ(P3 −R) = P3 por lo que ψ es suprayectiva.
Por lo tanto para todo Q ∈ E2 se tiene que N(φ−1(Q)) = grs φ, en
particular ker(φ) = φ−1(0) y con esto termina la demostración.

Para la demostración del teorema siguiente consultar [3] caṕıtulo III
teorema 5.2.

Teorema 3.7. Sean E y E ′ curvas eĺıpticas, ω una diferencial inva-
riante de E, y φ, ψ : E ′ → E dos isogenias. Entonces

(φ+ ψ)∗(ω) = φ∗(ω) + ψ∗(ω)
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Corolario 3.8. Sea ω una diferencial invariante de una curva eĺıptica
E y sea m un entero. Entonces

[m]∗(ω) = mω

Demostración. El corolario es cierto para m = 0 y m = 1. Si en el
teorema 3.7 ponemos φ = [m] y ψ = [1] se obtiene que

[m+ 1]∗ω = [m]∗ω + ω

aśı, por inducción, obtenemos el resultado deseado.

Proposición 3.9. Sean E una curva eĺıptica definida sobre Fq, q =
pl, φ : E → E el morfismo de Frobenius y m,n ∈ Z. Entonces, el
morfismo m+nφ : E → E es separable si y sólo si p - m. En particular
1− φ es separable.

Demostración. Sea ω una diferencial invariante en E. Por la proposi-
ción 2.6, un morfismo ψ : E → E es separable si y sólo si ψ∗(ω) 6= 0,
es decir si y sólo si ψ∗ : ΩE → ΩE es inyectiva. Considere el morfismo
ψ = m+ nφ. Usando el teorema 3.7 y el corolario 3.8, se obtiene que:

(m+ nφ)∗(ω) = m∗(ω) + (nφ)∗(ω) = mω + nφ∗ω

Pero φ∗(ω) = 0, puesto que φ∗dx = d(xq) = qdxq−1 = 0. Entonces;

(m+ nφ)∗(ω) = mω

Ahora mω = 0 si y sólo si p | m, ya que por el teorema 2.5 se tiene
que ΩE es un Fq(E)- espacio vectorial, de dimensión 1, además Fq(E)
tiene caracteŕıstica q y, ciertamente, ω 6= 0 por lo que ω es una base
de ΩE, de aqúı se sigue nuestra afirmación ya que (m + nφ)∗(ω) 6= 0
si y sólo si p - m.

4. Las conjeturas de Weil

Probaremos ahora las conjeturas de Weil, en el caso de una curva eĺıpti-
ca. Para empezar sea ` un número primo distinto de car(K), donde
K es un campo finito. Se recuerda que se tiene una representación
End(E) → End(T`(E)) (donde T` es el módulo de Tate de E) dada
por

ψ 7→ ψ`
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ver [3] caṕıtulo III sección 7 y, en esta misma sección proposición 7.1,
se tiene que T`(E) ∼= Z` × Z` como Z`-módulo. Aśı es posible escribir
a ψ` como una matriz 2× 2, con coeficientes en Z` y se tiene que

det(ψ`),Tr (ψ`) ∈ Z`.

En la proposición siguiente aparece el módulo de Tate de K, T`(µ),
cuya definición puede verse en [3], p.91.

Proposición 4.1. Si ψ ∈ End(E), entonces

det(ψ`) = gr(ψ) y Tr (ψ`) = 1 + gr(ϕ)− gr(1− ϕ)

En particular, det(ψ`) y Tr (ψ`) son enteros e independientes de `.

Demostración. Sea v1, v2 una Z`-base para Tl(E), y escribamos la ma-
triz de ψ` para esta base

ψ` =

(
a b
c d

)
Usando el apareamiento de Weil, alternante, no degenerado, (ver [3]
caṕıtulo III proposición 8.3)

e : T`(E)× T`(E)→ T`(µ)

se tiene que

e(v1, v2)gr(ψ) = e((gr(ψ))v1, v2)

= e(ψ̂lψlv1, v2) (1)

= e(ψ`v1, ψ`v2) (2)

= e(av1 + cv2, bv1 + dv2)

= e(v1, v2)ad−bc

= e(v1, v2)det(ψ`)

la igualdad (1) es por [3] caṕıtulo III proposición 6.1(a) y la igualdad
(2) es por [3] caṕıtulo III proposición 8.3 y proposición 6.2(f). Puesto
que e es no degenerado, se sigue que gr(ψ) = det(ψ`). Finalmente para
una matriz A de tamaño 2× 2, se tiene que:

Tr (A) = 1 + det(A)− det(1− A).

y de aqúı se sigue la última afirmación.1

1donde 1 en det(1−A) denota la matriz identidad.
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Considere ahora el morfismo de Frobenius φ : E → E. Por el ejemplo
3.4 y las proposiciones 3.6 y 3.9

N(E(K)) = gr(1− φ).

De modo análogo, para cada n ≥ 1 tenemos que:

N(E(Kn)) = gr(1− φn).

De la proposición 4.1, el polinomio caracteŕıstico de φ` tiene coefi-
cientes enteros, y este polinomio se puede factorizar sobre los comple-
jos, es decir:

det(T − φ`) = T 2 − Tr (φ`)T + det(φ`) = (T − α)(T − β)

Además, puesto que para cada número racional m
n

se tiene que:

det
(m
n
− φ`

)
=

det(m− nφ`)
n2

=
gr(m− nφ)

n2
≥ 0

se sigue que el polinomio cuadrático det(T − φ`) tiene una ráız doble
o ráıces complejas conjugadas. De esto se sigue que |α| = |β|, y ya que

αβ = det(φ`) = gr(φ) = q

se concluye que |α| = |β| = √q y aśı el polinomio caracteŕıstico de φn`
esta dado por:

det(T − φn` ) = (T − αn)(T − βn).

De aqúı se sigue que:

N(E(Kn)) = gr(1− φn)

= det(1− φn` )

= 1− αn − βn + qn.

El resultado principal es:

Teorema 4.2 (Conjeturas de Weil para curvas eĺıpticas). Sea K un
campo con q elementos E/K una curva eĺıptica. Entonces existe un
número entero a tal que

ZE/K(T ) =
1− aT + qT 2

(1− T )(1− qT )
.
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Además

ZE/K(
1

q
T ) = ZE/K(T )

y
1− aT + qT 2 = (1− αT )(1− βT )

con | α |=| β |= √q.

Demostración. Calculamos la serie:

logZE/K(T ) =
∑

N(E(Kn))T n/n

=
∑

(1− αn − βn + qn)T n/n

= − log(1− T ) + log(1− αT ) + log(1− βT )

− log(1− qT ).

Por lo tanto

ZE/K(T ) =
(1− αT )(1− βT )

(1− T )(1− qT )
.

Aśı la función ZE/K tiene la forma deseada, ya que por las observa-
ciones anteriores al teorema, vemos que α y β son complejos conjuga-
dos, con valor absoluto

√
q, además

a = α + β = Tr (φ`) = 1 + q − gr(1− φ) ∈ Z.

Notemos que gr(1− φ) = N(E(K)), es decir, para obtener a hay que
contar el número de soluciones de la curva eĺıptica sobre el campo K.

Observaciones finales. Para el caso general de una variedad proyec-
tiva lisa sobre un campo finito, las conjeturas de Weil fueron de-
mostradas por los matemáticos siguientes:

La racionalidad de la función zeta fue demostrada por B. Dwork
en 1960 usando métodos de análisis p-ádico. Una demostración
más acorde con lo conjeturado por Weil es la de Grothendieck de
1965 y que usa la cohomoloǵıa étale de un esquema. Aśı los fun-
damentos para la geometŕıa algebraica, propuestos por Grothen-
dieck, son un marco de referencia más adecuado para establecer
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y probar tales conjeturas, pues permitió generalizar métodos de
la topoloǵıa algebraica en la geometŕıa algebraica, por ejemplo
una generalización del teorema de punto fijo de Lefschetz, usan-
do cohomoloǵıa `-ádica, a pesar de que en una variedad abstracta
no se tenga una topoloǵıa fina, como en el caso complejo. Para el
caso de una curva de género arbitrario, generalizando el ejemplo
de una curva eĺıptica, puede verse la tesis de maestŕıa del autor
[2].

La existencia de la ecuación funcional, para cuya demostración se
requirió la existencia de un teorema de dualidad de Poincaré para
variedades algebraicas no singulares, en esta parte se usa no sólo
la cohomoloǵıa étale sino también la cohomoloǵıa `-ádica

La parte más dif́ıcil de las conjeturas de Weil, el análogo de la
hipótesis de Riemann, fue demostrado para una curva arbitraria
por Weil y el caso general, fue demostrado por Pierre Deligne en
1974 completando el programa iniciado por Grothendieck.
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