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UNA NOTA SOBRE LA CONJETURA DE SUMNER

NAHID YELENE JAVIER NOL JOAQUIN TEY CARRERA

RESUMEN. En 1971 Sumner conjeturé que todo arbol dirigido de orden n es
(2n — 2)-inevitable. Desde entonces, a pesar de los esfuerzos realizados, esta
conjetura sélo ha sido demostrada parcialmente. En este trabajo generalizamos
la familia de drboles dirigidos (2n — 2)-inevitables de orden n propuesta por El
Sahili en 2004.

1. INTRODUCCION

Los torneos son estructuras combinatorias muy ricas que han sido extensamente
estudiadas en teoria de gréficas. Se han hecho muchas preguntas acerca de sus sub-
digréficas y en particular cudndo estas son drboles (ver [1], [2], [3], [4] ¥ [5]). En este
sentido, en 1971 Sumner conjeturd que todo drbol dirigido de orden n > 2 es (2n—2)-
inevitable.

En 2004 El Sahili [4] demostr6 que todo drbol enraizado de orden n cuyas compo-
nentes hacia atrds son trayectorias es (2n — 2)-encajable. El propésito de esta nota
es mostrar que este resultado puede ser generalizado, siguiendo las ideas desarrolladas

en [4].

Hemos omitido las definiciones béasicas que pueden encontrarse en cualquier texto
de teorfa de gréficas (ver [6] por ejemplo).

Sean A= (V',E’) y D = (V, E) digraficas.

Un encaje de A en D es una inyeccién f : V' — V tal que
(f (v3), f (v)) € E para todo (v;,v;) € E'.

A es m-inevitable si existe un encaje de A en T para todo torneo T' de orden
m.

Un orden promedio de D es un orden lineal (vy,vs,...,v,) de V que maximiza
(v, v5) € B2 < ).

Sea M = (v1,va,...,v,) un orden promedio de D. Un M-encaje de A en D
es un encaje f de A en D tal que para toda seccidn final I = [v;11,v,] de M

se tiene que

lf(ANI| < %4—1.
A es m-encajable si A tiene un M-encaje en T para todo torneo T de orden m
y todo orden promedio M de T.
Un vértice de una digrafica es una hoja si la suma de su ingrado y exgrado es
uno.
Un drbol enraizado es un arbol dirigido con un vértice distinguido al que se le
denomina raiz.
Una inarborescencia (exarborescencia) es un érbol enraizado donde todo vértice
tiene exgrado (ingrado) uno, excepto la rafz que tiene exgrado (ingrado) cero.
Una garra es una inarborescencia donde sélo la raiz puede tener ingrado mayor
que 1. E1 grado de una garra es el ingrado de su raiz.

2010 Mathematics Subject Classification. 05C20, 05C05.
Palabras clave. arbol, arbol encajable, arbol inevitable, orden promedio, torneo.
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8 N. JAVIER J. TEY

Claramente, todo arbol dirigido m-encajable es m-inevitable pero el reciproco no
es cierto. Para ver esto, en la Secciéon 3 mostramos un ejemplo de un arbol de orden
4 que es 6-inevitable pero no 6-encajable.

2. UNA FAMILIA DE ARBOLES (2n — 2)-ENCAJABLES

Para construir la familia de drboles (2n — 2)-encajables, necesitamos dos resultados
demostrados en [4].

PROPOSICION 1. Sea T' un torneo de ordenn > 3 y M = (v1,v2,...,v,) un orden
promedio de T. Definamos T" = T [{v1,v2, ..., Un—2}] y M' = (v1,v2, ..., 0p—2). Sea D
una digrdfica y x una hoja de exgrado cero en D. Supongamos que D' = D — x tiene
un M'-encaje ' en T'. Entonces D tiene un M-encaje f en T que extiende a f'.

COROLARIO 2. Toda exarborescencia de orden n > 2 es (2n — 2)-encajable.

Sea A un arbol enraizado, si la raiz tiene ingrado cero diremos que es una fuente y
que A es un drbol bien enraizado. El nivel de un vértice v de A es la distancia de v a
la raiz de A, sin tener en cuenta las orientaciones de las flechas en A. Una flecha (xz,y)
es una flecha hacia adelante si el nivel de y es mayor que el de x, en caso contrario
diremos que es una flecha hacia atrds. A una componente conexa de la subdigrafica
inducida por las flechas hacia atras de A la llamaremos componente hacia atrds de A.

Denotaremos por F al conjunto de inarborescencias m-inevitables de orden m > 2.
3
Por ejemplo, una garra de grado no mayor que 3™ pertenece a F (ver [5]). Observe

que una trayectoria puede interpretarse como una garra de grado uno.

Ahora veremos cémo generalizar los argumentos utilizados en [4] para obtener una
familia més amplia de drboles (2n — 2)-encajables.

PROPOSICION 3. Todo drbol bien enraizado de orden n > 2 cuyas componentes
hacia atrds estin en F es (2n — 2)-encajable.

Demostracion. Por induccién sobre ¢ (A), el nimero de componentes hacia atras del
arbol A. Si ¢(A) = 0, entonces A es una exarborescencia y por el Corolario 2
es (2n — 2)-encajable. Sea A un drbol bien enraizado de orden n > 2 con raiz r,
¢(A) > 1, T un torneo de orden 2n — 2 sobre el conjunto de vértices {vy,va, ..., V2p—2}
y M = (v1,v9,...,02,—2) un orden promedio de T. Veamos que A tiene un M-encaje
en T. Consideraremos dos casos.

Caso 1. Toda hoja de A tiene exgrado uno.

Sea B’ una componente hacia atrds de A, con al menos una hoja de A. Denotemos a
la raiz de B’ por y. Como r es fuente de A se tiene que y # r. Supongamos que B’ tiene
m vértices, entonces A = A— B’ es un drbol bien enraizado (con raiz r) de orden n—m
y con ¢ (A’) = ¢(A)—1 componentes hacia atrés. Sean T/ =T [{vl, V2, ey ’Uz(n_m)_Q}]
y M' = (v1,v2, ..., U2(n—m)—2), note que M’ es un orden promedio de T”. Por hipétesis
de induccién, A’ tiene un M’-encaje f’ en T".

Sea x ¢ B tal que (z,y) es una flecha de A, claramente la flecha (x,y) es hacia
adelante. Sea S un conjunto de m nuevos vértices y denotemos por A” el arbol que
se obtiene de A’ adhiriendo los vértices de S al vértice x con flechas que inician en .
Aplicando la Proposicién 1 m veces, A" tiene un M-encaje f” en T que extiende a f’.
Por otra parte, B’ € F es decir B’ estd contenida en todo torneo de orden m. Lue-
go, el subtorneo de T inducido por f” (S) tiene una copia B” de la inarborescencia B’.
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Sea g : V (B') — V (B") un isomorfismo de B’ en B” y f: A — T definida como

] ffv) st veV(A)
f(v)_{g(v) si veV (B)

Sin lugar a dudas, f es un encaje de A en T' pero necesitamos probar que es también
un M-encaje. Sea I = [v;41,V2,—2] una seccién final de M.

Caso 1.1. i+1<2(n—m)—2.

Sea I = I; U I, donde

I = [Vig1, s V2(n—m)—2]

e
Iy = [Va(nem)—2415 --r V2n—2] -
Entonces
FANI = |f(A)NLi+1g(B) NI
I
Como f" es un M'-encaje de A’ en T”, tenemos que | f' (A") N I| < %—1—1. Ademas
I
9(B) 1l = lg ()] =m = 2] Luego
1] || _ ]
ANIl< —+14—F="—+1.
|f()ﬁ|<2++2 5 T
Caso 1.2.i+1>2(n—m)—2.
Considerando que
fANI=g(B)NI y g(B)Cf(S),
se tiene que
fFAYNIC " (S)NI.
]

Como f” es un M-encaje de A” en T, se concluye que |f (A)NI| < 5 + 1. Por lo

tanto f es un M-encaje de A en T.
Caso 2. A tiene al menos una hoja de exgrado cero.

En tal caso, eliminaremos una a una las hojas de exgrado cero (inclusive las
nuevas hojas que aparezcan durante este proceso) hasta que el drbol que resulte
A’ deje de tenerlas. Supongamos que en este proceso fueron eliminados k vértices.
Sean T =T Hvl,vg, ...,’Ug(n_k)_Q}} y M = (Ul,UQ,...,UQ(n_k)_Q). Observe que A’
satisface la condicién del Caso 1, luego es posible encontrar un M’-encaje f’ de A’ en
T'. Finalmente, aplicando k veces la Proposicién 1, se puede construir un M-encaje
de A en T que extiende a f. O

CoOROLARIO 4 (El Sahili, [4]). Todo drbol enraizado de orden n > 2 cuyas compo-
nentes hacia atrds son trayectorias es (2n — 2)-encajable.

Demostracion. Sea A un arbol enraizado de orden n > 2 cuyas componentes hacia
atras son trayectorias. No es dificil comprobar que si la raiz de A no es fuente, es
posible sustituirla por otro vértice de tal manera que el drbol que resulta A’ es bien
enraizado y donde todas sus componentes hacia atras siguen siendo trayectorias. Como
toda trayectoria estd en F, por la Proposiciéon 3 A’ es (2n — 2)-encajable. O
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3. UN ARBOL 6-INEVITABLE QUE NO ES 6-ENCAJABLE

En esta seccién hacemos notar el hecho esperado de que m-inevitabilidad no implica
m-encajabilidad. Daremos un ejemplo de un arbol de orden 4 que es 6-inevitable pero
no 6-encajable.

Considere el arbol A de orden 4 en la Figura 1. Como todo torneo de orden 6 tiene
un vértice de ingrado al menos tres, se tiene que A es 6-inevitable.

]
N

FIGUurA 1. 4rbol A

Considere el torneo T de orden 6 en la Figura 2. Se puede comprobar que
My = (1,2,4,3,5,6) es un orden promedio de Ty (ver Figura 3).

F1curA 3. Orden promedio My

Recuerde que A es 6-encajable si A tiene un M-encaje en T, para todo torneo T' de
orden 6 y para todo orden promedio M de T'. Para nuestro propdsito, basta considerar
los cinco encajes siguientes de A en Tj.

A fi(A) fa(A) f3(A) fa(A) f5(A)
a 1 2 2 2 3
b 3 3 3 4 4
c 4 4 5 5 5
d 5 6 6 6 6
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Claramente para cada f; y la seccién final I = [4, 6], la desigualdad

1
Ifi (A)NI|< %—&-1
no se cumple por lo tanto A no es My-encajable en Tj.
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CAMPOS CUADRATICOS REALES CON NUMERO DE CLASE
PAR

JANETH A. MAGANA-ZAPATA MARIO PINEDA-RUELAS

RESUMEN. En la clase de un ideal de un anillo de enteros Arp de una extensién
cuadrética @(\/&) de Q mostramos que existe al menos un ideal primitivo y uno
reducido. Involucrando las fracciones continuas con los ideales de Ap, para
cierta clase de enteros d aseguramos la existencia de un divisor del nimero de
clase de Q(\/&) Como una aplicacién obtenemos una familia infinita de campos
cuadraticos con numero de clase par.

1. INTRODUCCION

Una célebre conjetura de Gauss afirma que existe una infinidad de campos
cuadraticos reales cuyo anillo de enteros es de ideales principales. Sélo se conocen
resultados parciales. Por ejemplo, Bir6 [1], [2] determiné todos los campos cuadraticos
reales de la forma Q(vn?+1) yv Q(vn?+4) con nimero de clase 1. También,
Byeon, Kim y Lee [3] determinaron todos los campos cuadréticos reales de la forma
Q(v/n? —4) con nimero de clase 1, sélo por mencionar algunos de ellos.

El objetivo de este articulo consiste en estudiar la ecuaciéon diofantina

d= 02am 4 b2
por medio de la teoria de los numeros algebraicos y la teoria de las fracciones continuas.
Mostraremos que, bajo ciertas suposiciones sobre el entero d, el campo cuadratico real
) b

Q(vo%a™ + b?) tiene nimero de clase par.
2. PRELIMINARES

Un subcampo F' de los nimeros complejos lo llamaremos campo de nimeros si
[F': Q] < oo. Sies el anillo de enteros algebraicos, entonces el conjunto Ap = FNQ
es un anillo el cual llamaremos el anillo de enteros de F. Las extensiones que
estudiaremos en este trabajo son de la forma F' = Q(v/d) con d > 0 libre de cuadrados.
Sid=2,3 (mod 4), entonces una base entera de F es {1,1/d} y el discrimante tiene la
M} v o —d

2
En la familia de ideales # 0 de A definimos la relacién: I ~ J siy sélo si existen

a,f € Ap \ {0} tales que ()] = (f5)J, donde (), () representa el ideal principal
generado por « 'y [ respectivamente. La relacién ~ es de equivalencia. Denotamos por
Cr = {I : Tesideal # 0 de Ar}. Se sabe que Cr es finito y la operacién en Cr definida
por I.J = I.J, impone en Cr una estructura de grupo abeliano, en donde el neutro
es precisamente la clase m = Ar que representa a la familia de ideales principales
de Ap. El grupo CF es conocido como el grupo de clases de ideales del campo F'y
el orden del grupo Cp, que se denota como hp, es conocido como el niimero de clase
del campo F'. Un resultado conocido en teoria de ntimeros algebraicos asegura que la
factorizacién de elementos de Ap en irreducibles es tnica si y sélo si Cg es el grupo

forma 6 = 4d. En el caso d =1 (mod 4) una base entera es {1,

2010 Mathematics Subject Classification. 11A55, 11R29,11R11.
Palabras clave. anillos de enteros, campos de nimeros cuadraticos, grupo de clases de ideales,
numero de clases.
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14 JANETH A. MAGANA-ZAPATA MARIO PINEDA-RUELAS

trivial, i.e., si y sélo si hp = 1 (Theorem 5.2.1, [11]). Equivalentemente, hp > 1 siy
sélo si el anillo Ar no es de factorizacién tnica. Justamente el interés de éste trabajo
es que, con la ayuda de una ecuacién diofantina, construiremos una familia infinita
de campos cuadraticos reales tales que el orden del grupo Cg es par. No se sabe si
cualquier grupo de clases de ideales con nimero de clase par se obtiene de esta forma.

3. FRACCIONES CONTINUAS SIMPLES

Sid="2 € Q, entonces calculando el med(a, b) a través del algoritmo de Euclides,

se puede mostrar facilmente que:

ai
g_qo+ 1
q + 1
q2 + I
q3 +

. 1
Q-1+ —
dk

donde qo € Z y q; € N para i > 1. Este es un ejemplo de fracciéon continua finita, de
hecho d € Q si y sdlo si la fraccién continua de d es finita. El caso que nos interesa
ahora es cuando d € R\ Q. Las fracciones continuas de nimeros irracionales son las
conocidas como fracciones continuas simples y tienen la forma

1
qo + I

Gt

q2 + 71

g3+ —
donde g9 € Z y q; € N para i > 1. Denotaremos por [qo;q1,---,qn,-- -] a la fraccién
continua simple. Si cortamos en la (n+ 1)-ésima entrada, entonces el nimero racional

o =2

q0;415---54n| = Bn7

llamado el n-ésimo convergente, satisface las siguientes relaciones recursivas:

TEOREMA 1. Sea [q0;q1,---,qn] €l n-ésimo convergente de la fraccion continua
[90;q1,- -+, qn,--.]. Paran € Z,n > —2 definimos

Ay = 0, A= 1, A, = QnAn—l +A,

B y,=1 B_1=0, B,=¢.By,_1+B, o

FEntonces
An _ QnAn—l + An—2

(g0 @1+l = o =

Demostracion. La prueba es por induccién sobre n y usando

1
[90;q1, -+ @y @n1] = |Q03G15 -+ Gn—1,qn +
In+1
U
COROLARIO 2. St =[q0;q1s---sqnsqntlyr---) Y T = [Gn+1; Gnt2, - -], entonces

Q= TA, + Ap_q
B mBn + anl .
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Demostracion. Del Teorema 1, obtenemos el resultado puesto que:

[ } An+1 xAn+An—1
a=190;q1,---,qn,T] = = .
903 Q1 q Boes 2B, 1 By

Observamos que:

1. Sin=—1, entonces A_1B_5—A_sB_1=1.
2. Sin= 0, entonces AOB—I — A_lBQ =-1 y A()B_Q - A_QBO = qo-

En general tenemos:

TEOREMA 3. Paran > 1, A, y B, satisfacen las siguientes propiedades:
1. A,B,_1—A,_1B, = (_1)n—1.

ﬁ An—l _ (_1)n—1
Bn anl B Banfl.

3. Aan—Q - An—ZBn = Qn(*l)n

An An—2 (71)nQn
4, — — —F = > 2.
Bn Bn72 Ban72’ parat =

Demostracion. La prueba es facil. Ver por ejemplo el Teorema 2.1.10 de [7], o el
Teorema 5.1.2 de [9)]. O

A
Si C, = =" denota el n-ésimo convergente de la fracciéon [qo; q1,---,qn,-- -], en-
n
tonces la afirmacion 2 del Teorema 3 la podemos escribir como:
(_1)2m72
Bom—1Bam—2

Com—1—Com—_2 = > 0.

Asf las cosas, cualquier convergente impar es mayor que cualquier convergente par.
COROLARIO 4. Las sucesiones {Cap} y {Cony1} convergen.

Demostracion. Esto es consecuencia de que {Cs,} estd acotada superiormente
por cualquier convergente impar. Andlogamente, la sucesién {Ca,41} estd acotada
inferiormente por cualquier convergente par. O

Como consecuencia de la afirmacién 2 del Teorema 3 tenemos:
A, 1 1

An+1
Crsr — Col = _ Ao .
Cnir =Gl = |5 = B = BB ~ nt n

Por lo tanto lim,,_, o, Co,, = lim,, oo Copy1 = limy, o0 Chy.

TEOREMA 5. Cualquier fraccion continua simple infinita [qo; q1, .-, Gn,-.-] €S un
numero irracional.

Demostracion. Ver [7] Teorema 2.1.15. O

El siguiente resultado es el reciproco del Teorema 5 y describe un algoritmo para
calcular la fraccién continua simple infinita que representa a un numero irracional.

TEOREMA 6. (Algoritmo de las fracciones continuas) Si o ¢ Q, entonces o
estd representada por una fraccion continua simple infinita.

Demostracion. Sea gy = |a, donde || denota el mayor entero < o. Como «a # |/,
existe un tnico a; € R tal que
1

a=qy+ —.
o
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1
Nétese que 0 < — < 1. Sea ¢1 = |aa]; es claro que ¢1 # a1 ya que de lo contrario
aq

1
a € Q. Entonces a; = ¢q1 + o’ para algiun as > 1. Hasta aqui se tiene

Este proceso es infinito, pues si para alguna i, ¢; = «;, entonces « seria un numero
racional. Solo falta probar que este proceso infinito produce la fraccién continua simple

[90; 91, -+, qn, - - -] que converge a . Claramente o = [qo;q1, - - -, qn, @nt1]. Puesto que
Gnt1 = |@nt+1]| < @ni1, entonces @ > [qo; q1, - - - Gn, gn+1] Para cualquier n impar, y
a < [qo;q1,- -+ qn,qn+1] Para n par. Si C; son los i-ésimos convergentes, entonces:

Co<(Cy <+ <Oy < <a< <Oy << (O3 <Y,
lo cual obviamente implica que « = [qo; q1,-- -, qny- - - - O

3.1. Irracionales Cuadraticos y Fracciones Continuas Periédicas. Aplicando
el Teorema 6 a los nimeros irracionales /7 y 7, se puede verificar ficilmente que:

VT=1[2;1,1,1,4,1,1,1,4,1,1,1,4,...]
r=[3;7,15,1,192,1,1,1,2,1,3,...]

Observamos que en la fraccién continua de /7 se repite el bloque 1,1,1,4 y en la
fraccién continua de 7 no se puede observar el mismo fenémeno. Estudiaremos una
clase de ntimeros irracionales en cuya representacién en fraccién continua simple se
repite algin bloque de ntimeros.

Definicién 7. Si @ = [q0;q1,---,qn,--.] es una fraccién continua simple infinita,
diremos que es periddica si existen k > 0y [ € N tales que g, = ¢4 para todo n > k.
Al menor entero [ que satisface la condicién anterior lo llamaremos la longitud del
periodo de « y lo denotaremos como | = I(«).

La notacién que usaremos es la siguiente:

o =[q05q1, - ks Dot 15 - - -+ Qhtl)-

Observemos que si @ = [Go;q1,---,0n), entonces a es raiz de algin polinomio
cuadrético en Z[z]. Esto es asi porque si escribimos a = [qo; ¢1, - - -, qn, @], entonces
tenemos que

aAn + Anfl

“= aBn + Bn—l7
y por lo tanto o?B,, + a(B,_1 — A,) — A1 = 0.

Definicion 8. Un irracional cuadratico o es un numero irracional que es raiz de
algiin polinomio cuadrético con coeficientes en Q.

TEOREMA 9. (Lagrange) Un nimero real « es un irracional cuadrdtico si y sdlo si
la fraccion continua simple que representa a o es periddica.

Demostracion. Ver el Teorema 5.3.1 de [9] pagina 240. O

En seguida veremos cémo expresar un irracional cuadrédtico o involucrando los
coeficientes del polinomio del cual « es raiz.

Supongamos que o es un irracional cuadratico, es decir, aa® 4+ ba + ¢ = 0, para
ciertos a,b,c € Z (a # 0). Entonces

oo —b+Vb% — dac
D Pa—
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Asi que podemos escribir
_A+VB AC+VBC?2 P+Vd
T T e T T ¢
donde P = AC, d = BC? y Q = C?. Entonces un irracional cuadritico o se puede
escribir en la forma
P+d
o= —-"

(1) o
para ciertos P,Q € Z (@ # 0) y tal que d > 1 no es un cuadrado perfecto. La otra
P—Vd

o

Definicién 10. Si o = A+ Bvd con A, B € Q, definimos el conjugado de a como
o = A— BV/d.

raiz de ax? + bx + c es

El siguiente resultado describe un algoritmo para encontrar la representacion en
fraccién continua simple de un irracional cuadrético a.

LEMA 11. Sean d > 1 un entero que no es un cuadrado perfecto y

P+ Vd
Qo

un irracional cuadrdtico, donde Py = P, Qo = Q como en (1). Definimos lo siguiente
para k >0

a = Qp

P, +d
ap = ————, qr = |ou]
Qx
d — P2
Popi=qQr — Py Qiy1 = #

Entonces Py, Qy € Z,Qi|P? — d, Qi # 0 y o, = [qr; qet1, - - .| para k > 0.

Demostracion. Ver el Lema 2.2.8 de [7], o el ejercicio 5.3.6 de [9]. O
3.2. Fracciones Continuas Puramente Periédicas. Nuestro propédsito ahora es
encontrar la forma explicita de la fraccién continua del nimero irracional v/d, donde d

es un entero positivo libre de cuadrados. Para esto, estudiaremos una fraccién continua
simple cuyo periodo empieza desde la primera entrada.

Definicién 12. Una fraccién continua simple infinita o es llamada puramente
periddica si @ = [Go; g1, - -+, qi—1) con longitud del periodo I = I(«).

Definicién 13. Un irracional cuadrético o lo llamaremos reducido si @« > 1y
-1<da <0

El siguiente teorema relaciona los irracionales cuadréticos reducidos y las fracciones
continuas simples puramente periédicas.

TEOREMA 14. La representacion en fraccion continua simple de un irracional
cuadrdtico a es puramente periodica si y solo si a es reducido.

Demostracion. Ver Teorema 2.2.13 [7] o Teorema 5.3.1 [9]. O

El siguiente resultado es un caso especial del Teorema 14.

COROLARIO 15. Sea d > 1 un entero que no es un cuadrado perfecto. Entonces
Vd = [q:q1,-- - -1, 240,
donde q¢; = qi—; para j=1,2,...,1 =1y q = |Vd].
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Demostracion. Consideremos o = [V/d] + v/d. Se tiene que « es reducido y por el
Teorema 14 su representacion en fraccién continua simple es puramente periddica, asi
que

I 1

a = lao;a’lanu"';alflJ-
Luego Vd = o — [Vd] = L\/gJ;GhGQ,-n,al—l,QL\/EJ} , donde qo = |Vd],q1 =
Alye ey Qo1 = Q—1,q = 2L\/&J = 2qp. Si definimos v = [@;_1;a;_3, .- -, dg). Entonces
1

1
- = :[0;al—17a’l—25"'7a17a0]'
v [a—1;a—2, ..., ao)

/
—a =

Por lo anterior

—a' =Vd—|Vd| =[0;a1,a0,...,a_1,2|Vd]].

Asi concluimos que ¢j =a; = a;—; = q—j paraj=1,...,[ -1 O

4. DIVISORES DEL NUMERO DE CLASE EN CAMPOS CUADRATICOS REALES

El objetivo de esta seccién y de este trabajo es involucrar las fracciones continuas
simples con el generador irracional de un ideal de un anillo cuadratico, con la finalidad
de estudiar una familia especial de campos cuadraticos reales con nimero de clase
par. Asi que estudiaremos dos tipos de ideales: Primitivos y Reducidos. El teorema
principal de este trabajo describe todos los ideales reducidos que son equivalentes a un
ideal primitivo. Usando este resultado se tiene un criterio de divisibilidad por 2 para
el nimero de clases de una familia de campos cuadraticos reales. Aplicando dichos
criterios se obtienen anillos de enteros que no son de factorizacién tunica.

4.1. El Orden Oa. A continuacién introducimos la nocién de discriminante y radi-
cando asociado a un entero libre de cuadrados dy. Sea

Ao — dy sidy=1 (mod 4)
7Y 4dy sido=2,3 (mod 4)

El entero Ag es llamado discriminante fundamental con radicando fundamental dy. El
irracional fundamental principal asociado a A es

1+ +doy

wo = 2
Vdy  si do=2,3 (mod 4)

Sea fa € Ny escribamos A = f2Ay. Entonces el nimero

dp=1 (mod 4)

A d sidy=1 (mod4)y faesimpar
| 4d de otra forma,

donde

d— (fa/2)%dy sidp=1 (mod 4)y faes par
B fAdo de otra forma.

El entero A es un discriminante con conductor fa y d es el radicando asociado a
dicho discriminante.

Sea A un discriminante con radicando d. Entonces el irracional principal asociado
a A es

1+Vd
WA = 2
Vd s A=0 (mod 4)
Sea F' = Q(v/A) = Q(v/dy) y «a, 8 € F. Escribiremos
[, fl={ax+ By : 2,y €Z} = Za+ 73

si A=d=1 (mod4)
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para denotar al Z-médulo generado por a, . Observe que [, £] es un anillo.

Definicién 16. Si a, 8 son Q-linealmente independientes, entonces diremos que el
Z-médulo [« 5] es un orden en F' = Q(v/dp).

En particular, si escribimos Oa = [1,wa], entonces Oa es un orden en F' = Q(+1/dp).
Se puede probar que wa = fawg + h, para cierta h € Z, de ahi que

Op = [1,UJA] = [1,wa0].

El indice [Oa, : Oa] = fa es precisamente el conductor asociado a A, donde Oa, es
el orden maximal de F' que coincide con lo que conocemos como el anillo de enteros de
F. Notese que si fa = 1, entonces Oa es el anillo de enteros de F, es decir, Op = Ap.

El siguiente resultado nos ayuda a distinguir Z-submoddulos de ideales en Oa.

TEOREMA 17. (Criterio para ideales) Sea A un discriminante y (0) # I un Z-
submodulo de Oa. Entonces I tiene una representacion de la forma

I=la,b+ cwal,
para ciertos a,c € N y b € Z. Ademdas I es un ideal de Oa si y solo si esta

representacion satisface que ¢ | a,c|b y ac| N(b+ cwa).

Demostracion. Como I C Op = [1l,wa] = Z + Zwa, entonces I = [a1, as], donde
a1,as € Oa. Observar que I NZ # (0). Sea a € I el menor entero racional positivo.
Es facil ver que

a= (z1a1 + y1a2) + (211 + y1b2)wa,
donde x1b1 +y1b2 =0, x1,y1 € Z y al menos uno de ellos es distinto de cero. Elegimos
1, y1 minimos en valor absoluto con la propiedad anterior. De todos los elementos en

1, elijamos 8 = b+ cwa € I tales que b € Z, ¢ € N con ¢ minimo. Luego, se concluye
que [a, ] = 1. O

Definicién 18. A un ideal en O que satisface las condiciones del Teorema 17 le
llamaremos Oa-ideal.

Observemos que si I = [a,b+ cwa] es un Oa-ideal, entonces b se puede elegir de
tal forma que 0 < b < a.

1+/17
2

14+ V17
2

Ejemplo 1. Sea O17 = Ap = |1, . Entonces por el Teorema 17

4 T+ V17
’ 2

7+\/ﬁ> 4
—— =s

I=14,3+

es un Ojr-ideal, donde a =4,b=3,c=1y N (

4.2. Ideales Primitivos. Si A es un discriminante, I = [a,b+ cwa] un Oa-ideal, el
entero positivo ac tiene la siguiente propiedad importante:

TEOREMA 19. Sea I = [a,b + cwa] un Oa-ideal. Entonces |Oa/I| = ac.

Demostracion. Sea (z1 + zowa) +1 € Oa/I. Puesto que zo = cqy1 +r1 con 0 <7 < ¢
y (b+ cwa € I, tenemos

(z1 + zowa) + I = (21 + (eq1 +1m11)wa) — (b+ cwa)gr + I = (21 — bq1) + riwa + 1.
Luego z1 —bg1 = aqa + 12 con 0 <7y < ay ya que ags € I se tiene que
(21 + z2wa) + I = (ro + rywa) + 1.

Por lo tanto, hay a lo més ac elementos en Oa/I. El resultado se sigue en virtud
de que todos los elementos son distintos. O
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Definicién 20. Sea I = [a,b+ cwa] un Oa-ideal. Definimos la norma de I como
N(I) = ac. En particular si ¢ = 1, entonces N(I) = a y en este caso diremos que I es
un Oa-ideal primitivo.

Observemos que si I = [a,b + cwa] un Oa-ideal, entonces podemos escribir
a b
I = (C) |:7—|-’LUA:| .
c'c

b
Asi que el Oa-ideal J = [a’ -+ wA] es primitivo y satisface J ~ I. Recordamos
c’ ¢

este hecho sobresaliente como:

TEOREMA 21. Si I es un Oa-ideal, entonces existe un Oa-ideal primitivo J tal que
J~1T.

4.3. Fracciones Continuas Aplicadas a Campos Cuadraticos Reales. Ahora
relacionaremos las fracciones continuas simples con el generador irracional de un Oa-
ideal Primitivo. Para esto, veremos que uno de sus generadores es un irracional
cuadratico de los cuales ya sabemos exactamente como es su fraccién continua simple.
De aqui en adelante A = Ay, es decir, Oan = Oa, = Ar es el anillo de enteros de
F =Q(V/dy). Sea I = [a,b+ wa] un Oa-ideal primitivo y

[ 2 si d=1 (mod4)
9T\ 1 si d=263 (mod4)

P-1
—— si o=2
Escribimos ca = Q y b = 2
P si o=1,
donde P € Z 'y @ € N. Luego,
P d
(2) I = 97 l )
o o
14+ /33
Ejemplo 2. Sea Ap = Op = |1, 1TV y consideremos el Oa-ideal I =

2

Puesto que 33 = 1 (mod 4), tenemos que ¢ = 2, Q = ca =

8 7+33

2’ 2

1+ /33
l4’3++2\ﬁ .

2-4=8y P=2b+1=7. Por lo tanto I =

Con las definiciones de o, P y @@ que hemos establecido y el ejemplo anterior,
tenemos una pregunta inmediata: si escribimos un Z-médulo I como en (2) jpodemos
identificar si es un Oa-ideal primitivo?.

P d
TEOREMA 22. El Oa-ideal I = Q, l es primitivo si y solo si P? = d
o o
(mod 0@).
Demostracion. El resultado se sigue del Teorema 17. (I
P+Vd o e P
Observemos que ———— es un irracional cuadratico si y sélo si T es un
o

irracional cuadrético. Asf que por (1) de la Seccién 3.1, el Teorema 22 y la observacién
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P+d
oQ

Q P++d

)
g g

anterior tenemos que [ = es un Oa-ideal primitivo si y sélo si

es un irracional cuadratico.

es un irracional cuadratico si y sélo si 0
8 7T++v33
L

Ejemplo 3. Por el Ejemplo 2 podemos ver que I = es un Oa-ideal

2 2
14+ +v33 7T+V33
primitivo de Oa = |1, % . Entonces a = % es un irracional cuadratico
. . 2 1
que por cierto, es raiz de z= — i + 1

4.4. Ideales Reducidos. Hemos visto que cualquier Oa-ideal es equivalente a un
Oa-ideal primitivo. Mas adelante veremos que todo Oa-ideal primitivo es equivalente
a un ideal que llamaremos reducido. Asi que a continuacién daremos algunos criterios
para saber cuando un Oa-ideal es reducido.

b+ VA
2

Un Oa-ideal primitivo I se puede escribir como I = [N(I), a], donde a =
para algin b € Z.

Definicién 23. Sea A > 0 un discriminante, I = [N(I), &] un Oa-ideal primitivo.
Diremos que I es reducido si no existe v € I distinto de cero, tal que

<N y  WI<NU).

TEOREMA 24. Sea A > 0 un discriminante y sea I un Oa-ideal primitivo. Entonces
I es reducido si y solo si existe 8 € I tal que

[=IN(D),8, B>N({I) y -N(I)<g <o

Demostracion. Ver [7] o [9], Teorema 3.3.7 o Theorem 5.5.1 respectivamente. O

14145
2

Ejemplo 4. Sea Oa = |1, . El Oa-ideal

I= |43+ Y7

b

4 7+ V145
2

1+ \/145] B
| =

] = [N(D), 8],

es reducido puesto que 8 > N(I)y —4 < ' < 0.

P+d

COROLARIO 25. 81 o = 0 es un irracional cuadrdtico reducido, donde
, P++vd
PecZ, QeNyd>1 es un entero libre de cuadrados, entonces I = | —, vd
o o
es reducido.
Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 24. O

Los siguientes resultados también son consecuencia del Teorema 24 y nos hacen ver
mas facilmente cudndo un Oa-ideal es reducido en términos de la norma del ideal.

COROLARIO 26. Sean A > 0 un discriminante, I un Oa-ideal. Si I es reducido,
entonces N(I) < VA, O

COROLARIO 27. Sean A > 0 un discriminante, I un Oa-ideal primitivo. Si

A
N(I) < g, entonces I es reducido.

Demostracion. Ver el Corolario 3.3.12 de [7] o el Corolario 5.5.2 de [9]. O
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_vA

= . Entonces por el

Ejemplo 5. En el Ejemplo 4 tenemos N(I) =4 < 5

N | —
E
ot

Corolario 27, I es reducido.

4.5. Ciclos de Ideales Reducidos y Divisores del Nimero de Clase. En
esta seccién presentamos un teorema que muestra que todo Oa-ideal primitivo es
equivalente a un ideal reducido, dicho teorema es muy importante puesto que lo
aplicaremos para estudiar una familia de campos cuadraticos reales a partir de una
ecuacion diofantina en donde el nimero de clase es par. Finalmente, daremos ejemplos
de anillos cuadraticos que no son de factorizacién tnica.

P d
LEMA 28. Sea A > 0 un discriminante, I = I; = @,ﬂ un Oa-ideal
o
P d
primitivo. St o = oy = 05\[ y P, Q, ar y qx para k > 0 son definidos como en
0

el Lema 11, entonces

I =

Qr-1 Pp1+Vd
o’ o

es un Oa-ideal primitivo para toda k € N.

Demostracion. Ver [7], pagina 73, Lema 3.3.22. O

El siguiente teorema identifica todos los ideales reducidos equivalentes a un Oa-
ideal primitivo dado.

P d
TEOREMA 29. Sea A > 0 un discriminante, I = I} = @, M un Oa-ideal
o o
P d
primitivo. Sea o = g = 022_\[ y Pr, Qr, ax y qr para k > 0, definidos como en
0

el Lema 11. S

Qr_1 Po_1+Vd
0_ b

g

I, =

)

entonces Iy ~ I, para toda k € N. Ademds, existe un valor minimo ng € N tal
que Iny4; es reducido para toda j > 0. FEstos Ip,4; son todos los ideales reducidos
equivalentes a 1.

Demostracion. Ver el Teorema 3.3.23 de [7] o el Teorema 5.5.2 de [9]. D

La siguiente proposicién es consecuencia del Teorema 29 y relaciona la longitud
del periodo de la fraccién continua simple del generador irracional de un Oa-ideal
primitivo con el nimero de ideales reducidos que son equivalentes a dicho ideal.

PROPOSICION 30. Sea A > 0 un discriminante. Consideremos I = I; =
Qo Po+Vd . o Py +Vd )
—, ——— | un ideal primitivo en Op y ag = T Entonces el numero
g g 0

de ideales reducidos equivalentes a I es menor o igual que (o), donde l(ag) es la
longitud del periodo de la fraccion continua de «y.

Demostracion. Ver [7], pagina 84, Proposicién 3.3.24. O

14++2
Ejemplo 6. Si A = 233, entonces Ap = Op = |1, —‘_331 Sea

2

I=1 = |14,8+ =

1+\/233] lM 17+\/233]
2 T
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un Oa-ideal primitivo. Entonces

_17+/233

Qo

28
Por el Teorema 29 tenemos que
1 V2 11+ /2 1 V2
I, = 14)M ~ Ty = 27+733 ~ I3 = S,M
2 2 2
[ V2 11++/2
~ I = 7’M ~Is = 47+733
2 2
[ 13+ /233 11+ /233
~lg= 4, ———— |~ = |1, ———
2 2
[ 3+ /233 13+ 1/233
NI8 = 877 NIg = 2’7
2 2
1 2 1 2
< o= [1, 155 V28 Vﬂ <y = [z, 155V w%] L

Nétese que

2.14-n+1 2
11:[147 n+17 4/ 33]7

2
para toda n € Z. Si n > 0, siempre se cumple que

2-14-n+17—-+/233

B > 0.

Si n < 0, siempre se cumple que

2-14-n4+17+v233

5 < N(L) = 14.

Entonces por la contrapositiva del Teorema 24, I1 no es un ideal reducido. Es fécil ver
que I, con r = 2,3,...,10 son ideales reducidos. Por otro lado la fraccién continua
simple de aq es:

ap =[1;6,1,1,3,3,1,1,7,15,7],

de donde observamos que [(ag) = 9. En nuestro caso, como afirma la Proposicién 30,
el nimero de ideales reducidos equivalentes a I; coincide con la longitud del periodo
de ap.

El siguiente resultado es una aplicacién de todo lo antes visto que nos asegura la
existencia de un divisor para el nimero de clase de cierta familia de campos cuadraticos
reales.

TEOREMA 31. Sea A = Ag > 0 un discriminante fundamental con radicando
d = dy = o%a™ + b2, tal que a > 1 y m > 1. Entonces existe un divisor n de m
log, (d/o?)
l+1
de wa y ha es el nimero de clase de Q(+/dp).

tal que nlha yn > , donde | = l(wa) es el periodo de la fraccion continua
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b+d b++d
g

g

Demostracion. Sea I = |a,

un ideal en Oa. Entonces I™ = [am,
_ (bt Vd) | Vd-b
N o o’

1
€ Z. Por lo que

b+1 d—>b
b1, Vd ]

Luego

o 27

_ (b Va) |, Vd-b
N o oo '
Si 0 = 2, entonces b es impar. Asi que
o (bAVAN | Vbl (b4 Vd
B 2 T2 - 2
b+Vd

Si o =1, entonces
1 = (b4 Va) [1,Vd = 8] = (b+ V) [1b+ Vd—t] = (b+ V) [1,wa].

Por lo tanto I™ ~ Oa = Ap. Asi que I"™ es un ideal principal.
Si n es el orden de la clase de I en el grupo de clases de ideales de Oa, entonces

g g

. [mbﬂ/«?
I =|a™,

B lde b+Vd

1
T2 2

b—+d
nlha. Como I™ ~ Oa, tenemos que njm. Si I' = la, \f], entonces ['™ =
o
b—+vd 1 d/o? . )
lam, vd ~ Opa. Sear = LOga;/U)J. Entonces {I7",I7"}"_, son 2r + 1
o n

ideales principales distintos, tales que

N(IP™) <a™ < vd _ @ N(I7™) < @.
g

Por el Corolario 27, tenemos que I’" y I’ son reducidos para 0 < j < r. Asi que

1 d/o?
por la Proposicién 30 se tiene que | = [(wa) > 2r + 1, de donde n > %.
1+4++/65

Ejemplo 7. Sea d = 65 = 1 (mod 4). Entonces Ap = Op = 1,% .
Observemos que ¢ = 2 y 65 = 22 - 22 4 72, Siguiendo el Teorema 31, tenemos que
a = 2,b =7y m = 2. Entonces los divisores de m son 1 6 2. Por otro lado

14+ S 1 d/o?

wa = %65 — [4;T,1,7], por lo que [ = l(wa) = 3 y asi % — 1.0056. Por

el Teorema 31 se sigue que n = 2y que 2|ha, es decir, ha es par. Entonces ha > 1y

1+ 65
2

por tanto Ap = Oa = |1, no es de factorizacién tnica.

COROLARIO 32. Sid = o2aP + b? es un radicando fundamental donde p es primo
y l < p, entonces plha.

d
Demostracion. Puesto que | < p, se tiene [ < p —1 < log, (2> — 1. Por lo que
o

1 < loga (o%)

[+1

Por dltimo daremos algunos ejemplos del Corolario 32, que muestran familias de
anillos de enteros en campos cuadraticos reales que no son de factorizacién tnica.

. Por el Teorema 31, p|lha. O
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El siguiente lema clasifica a los nimeros irracionales con representacién en fraccion
continua periddica con longitud 1.

LEMA 33. Sean € N libre de cuadrados. Entonces l(v/n) =1 siy slo sin =a%+1
para algin a € N.

Demostracion. Ver [7], pagina 91, Lema 3.3.29. O

Ejemplo 8. Sea d = a? + 1 libre de cuadrados y a > 1. Siguiendo el Corolario 32,
vemos que 0 = 1, p =2y b = 1. Puesto que o = 1, se tiene que d =2 0 3 (mod 4). Si
a fuera par, se tendria que d =1 (mod 4) y ese no es el caso para d. Asi que a tiene
que ser impar y por tanto d = 2 (mod 4). Por el Lema 33, tenemos que [(v/d) = 1.
Entonces por el Corolario 32, se tiene que 2|ha. Luego, ha > 1 y por tanto

Ap =0a =[1,Va? +1]
no es de factorizacién unica.

Sean d = a® + 1 con a impar (a > 1) y d libre de cuadrados, ha el nimero de clase
de Q(va? +1). A continuacién presentamos algunos ejemplos que fueron calculados
utilizando el programa Mathematica V. 5.2.

Ejemplos de campos cuadraticos con ha par

| a|d=a?+1]|ha i a |d=a>+1| ha
113 10 2 26 | 61 3722 10
2|5 26 2 27 | 63 3970 20
319 82 4 28 | 65 4226 8
4 |11 122 2 29 | 67 4490 8
5 |13 170 4 30| 69 4762 22
6 |15 226 8 31| 71 5042 12
717 290 4 32| 73 5330 8
8 |19 362 2 33| 75 5626 28
9 |21 442 8 34| 77 5930 12
10 | 23 530 4 351 79 6242 8
11 | 25 626 4 36 | 81 6562 16
12 | 27 730 12 37| 83 6890 16
13129 842 6 38| 85 7226 18
14 | 31 962 4 39 | 87 7570 20
15| 33 1090 12 40 | 89 7922 8
16 | 35 1226 10 41 91 8282 12
17 | 37 1370 4 421 95 9026 16
18 | 39 1522 12 43 | 97 9410 20
19 | 45 2026 14 44 | 101 10202 14
20 | 47 2210 8 45 | 103 10610 12
21 | 49 2402 8 46 | 105 11026 44
22151 2602 10 47 | 109 11882 12
23 | 53 2810 8 48 | 111 12322 20
24 | 55 3026 16 49 [ 113 12770 12
25 | 59 3482 6 50 | 115 13226 16
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Ejemplo 9. Sean d = t5+1 = (¢?)3+1 libre de cuadrados y ¢ > 1. Por el Corolario
32,0 =1,p=3yb=1. Andlogamente al Ejemplo 8, tenemos que t debe ser impar
y por tanto d = 2 (mod 4). También v/d = /(t3)2 +1 y por el Lema 33 se tiene
Vd = [t?,2t3], es decir, | = 1. Entonces por el Corolario 32, 3|ha. Luego, ha > 1y
por tanto

Ap = 0a =[1,/(?)? + 1]
no es de factorizacién unica.

Observemos que si ahora escribimos d = (¢3)? + 1, andlogamente a lo anterior se
tiene que 2 | ha y por tanto 6 | ha.

Nétemos que d = t5 4+ 1 con las condiciones del Ejemplo 9, estd incluida en el
Ejemplo 8.

Sean d = (#?) 4+ 1 con t impar (¢ > 1) y d libre de cuadrados, ha el nimero
de clase de Q(1/(¢?)3 + 1). A continuacién presentamos algunos ejemplos que fueron
calculados utilizando el programa Mathematica V. 5.2.

Caso particular de la tabla anterior

gl 2 |d=?)>+1| ha g 2 (23 +1 ha

119 730 12 11| 729 | 387420490 | 2520
2| 25 15626 24 12| 841 | 594823322 | 1632
3| 81 531442 120 13| 961 | 887503682 | 1968
4 121 | 1771562 120 14| 1089 | 1291467970 | 5664
5 169 | 4826810 216 15| 1225 | 1838265626 | 4200
6 | 225 | 11390626 | 792 16| 1369 | 2565726410 | 3984
7 289 | 24137570 | 432 17| 1521 | 3518743762 | 6216
8 | 441 | 85766122 | 1008 | | 18] 2025 | 8303765626 | 15552
9 | 529 | 148035890 | 1008 | | 19| 2209 | 10779215330 | 7104
10| 625 | 244140626 | 1248 | | 20| 2401 | 13841287202 | 5184

Agradecemos las valiosas sugerencias del arbitro las cuales mejoraron la pre-
sentacion de este trabajo.
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SOLUCION DE ECUACIONES DIOFANTINAS A TRAVES DE LA
FACTORIZACION UNICA

ALEJANDRO AGUILAR-ZAVOZNIK

RESUMEN. Estudiaremos algunas diferencias entre anillos de factorizacién tnica y
anillos que no lo son. Veremos qué podemos hacer cuando no se tiene factorizacién
Gnica para recuperar algunas de las propiedades que perdemos cuando no se tiene
esta propiedad. Usaremos estos resultados para decidir si algunas ecuaciones
diofantinas no son solubles y, en el caso contrario, para encontrar todas sus
soluciones.

1. INTRODUCCION

Un problema que frecuentemente encontramos en las mateméaticas es expresar un
elemento en términos de otros mas sencillos, por ejemplo, si a € Z podemos factorizar
a como producto de nimeros primos; si V' es un espacio vectorial de dimensién finita,
podemos expresar v € V en términos de los elementos de una base; si A C R es un
conjunto abierto, es posible expresarlo como unién de intervalos abiertos, etc.

Usando la factorizacién en Z como modelo, han surgido muchas teorias similares
en una gran variedad de anillos, por ejemplo, es comun hablar de la factorizaciéon en
conjuntos de polinomios o matrices. En la actualidad, los principales problemas de
factorizacién se plantean en términos de los anillos de enteros de campos de nimeros,
campos de funciones o campos p-adicos. Incluso hay casos en los que se ha prescindido
de la suma, estudiando la factorizacién de los elementos de algunos monoides [2].

A continuacién veremos algunos ejemplos de anillos 0 monoides donde tenemos
factorizacién tnica y otros en los que no se tiene esta propiedad. Estudiaremos
c¢6mo los ideales se pueden usar para recuperar la factorizacién unica y daremos una
aplicacién de esta idea para resolver algunas ecuaciones diofantinas.

2. FACTORIZACION UNICA

Existen dos dominios de factorizacién tnica (DFU) ampliamente estudiados: los
enteros y los anillos de polinomios con coeficientes de un campo K. El Teorema
Fundamental de la Aritmética afirma que todo nimero a € Z\{0, £1} se puede escribir
de forma tunica como producto de primos a = p; - p2---ps. Es necesario aclarar lo
que significa que dos factorizaciones sean iguales. En primer lugar, el orden de los
factores no es relevante, por ejemplo, 6 = (2)(3) = (3)(2) son la misma factorizacion.
Segundo, dos factorizaciones que difieren por asociados son la misma, por ejemplo
(2)(3) y (—2)(—3) son la misma factorizacién. En esta seccién vamos a aclarar lo que
significan estos conceptos. A lo largo de este trabajo, la palabra anillo significa anillo

conmutativo con unidad 1. Si A C B son anillos y by, ...,b; € B, entonces A[by, ..., b]
es el subanillo més pequenio de B que contiene a A y a todos los elementos by, ..., b;.
Si F C K son campos y by,...,b € K, entonces F(by,...,b;) es el menor subcampo
de K que contiene tanto a F como a los elementos by, ...,b;. Denotaremos U(A) al

grupo de unidades de A. Por ejemplo, U(Z) = {1,—1}; si F es un campo entonces
UFl)) = UF) =F\{0}.

El Teorema Fundamental del Algebra es el andlogo al Teorema Fundamental de la
Aritmética en el anillo Clz]. Este afirma que todo polinomio no constante en C[z] se

2010 Mathematics Subject Classification. 11A51, 11D45,11R04,11R11,11R29.
Palabras clave. Ecuaciones diofantinas, campos de nimeros, factorizacién unica.
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factoriza de forma tinica como producto de polinomios irreducibles de la forma ax + b,
salvo por el orden y los asociados.

En Z es comun utilizar las palabras “primo” e “irreducible” como si fueran
sinénimos. Aunque en este caso son conceptos equivalentes, veremos que no siem-
pre es asf.

Definicion 1. Un elemento a € A es irreducible si, siempre que a = by by, entonces
b, € U(A) 6 by € U(A)

En un curso elemental de algebra se demuestra la siguiente propiedad:
PROPOSICION 2. Sip € Z es primo y p | a; az, entones p| ay 6 p|as. O
A partir del resultado anterior surge la definicién de primo:

Definicién 3. Un elemento p € Z es primo si p | a az implica p | a1 6 p | as.

En la siguiente tabla proporcionamos definiciones equivalentes de primo e irre-
ducible para poder compararlas:

Primo Irreducible
Para todo d € Z, pd = ayas | p = ayas implica
implica p | a1 6 p | as. plar éplas.

Podemos observar que, si un elemento es primo, también tiene que ser irreducible pues
la definicién de irreducible es la de primo con d = 1. Més adelante veremos ejemplos
en los que estas definiciones no son equivalentes.

Ahora veamos un ejemplo de monoide de factorizacién tnica con una operacién
no conmutativa. Sea A un conjunto finito al que llamaremos alfabeto. Una sucesion
finita de elementos de A la llamaremos una palabra de A y al conjunto de palabras de
A lo denotaremos A*. Este conjunto es un monoide con la operacién concatenacion,
es decir,

(a1y... ag) % (b1y...,b.) = (a1,...,a¢,b1,...,b.).
Cuando no hay confusién, es comin denotar la palabra (a1, as, ..., a;) como aj as - - - as.
Claramente A* es asociativo y el elemento neutro es la sucesion vacia, a la que lla-
maremos 1. Este monoide es de factorizacion unica donde los elementos irreducibles
son las letras del alfabeto A y U(A*) = {1}. El conjunto de las palabras no vacias de
A* la denotaremos At = A* — {1}.

Si adicionalmente A es totalmente ordenado, podemos usar esta propiedad para
ordenar A* por medio del orden lexicografico, que es el que usa el diccionario. Formal-

mente esto se escribe como sigue: sean p; = (a1, as,...,at), pa = (b1, b2,...,b,) € AT,
Diremos que p; > pg si existe ¢ < min(t,r) tal que a; = b; para j < iy a; > b; o
bien sit > ry a; =b; para todo j <r. Si A= {a,b,c,...,z} es el alfabeto con vein-
tisiete letras (incluyendo la 1) donde a < b < ¢ < --- < z, entonces: campo > anillo,

campo > cambio y cartagena > carta. En particular, una palabra p € A" es de
Lyndon si p = p; * pa, con p1,ps € AT implica que p < py *xp1. Si A = {a,b}, las
primeras palabras de Lyndon son:

{a, b, ab, aab, abb, aaab, aabb, abbb, aaaab, aaabb, aabab, . . .}.

TEOREMA 4. Toda palabra en At se puede escribir de forma tinica como producto
de una cadena no creciente de palabras de Lyndon.

Demostracién. Ver [4], p.p. 64. O
Por ejemplo, la palabra aababaaaabaab se factoriza como producto no creciente de
palabras de Lyndon como:

aababaaaabaab = aabab *x aaaabaab.

Notemos que aabab * aaaab * aab también es una factorizacién, pero aaaab < aab.
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Los anillos de enteros son una de las familias de anillos donde mas se ha estudiado
la factorizacién. Trataremos el caso de los campos cuadraticos. Sugerimos al lector
interesado consultar [1], [3], [8] y [10] para profundizar en el tema.

Sea d un entero libre de cuadrados. El campo cuadritico con radicando d es el
campo F = Q(v/d). Definimos el anillo de enteros de F como:

Qg4 = {a1—|—a2\/a:a1,a2 €7} sid=2,3 (mod 4),
14+Vd

04 ={a1 +as tay,a2 €Z} sid=1 (mod 4).

Para algunos valores de d, Q4 es un DFU. Carl Friedrich Gauss conjeturé que sola-
mente hay un nimero finito de valores negativos d para los que Q4 es de factorizacién
tnica. En 1967 Harlold Stark [9] probé que estos valores son d = —1, —2, —3, =7, —11,
—19, —43, —67, —163. Una observacién interesante es el hecho de que tnicamente los
primeros cinco anillos son dominios euclideanos, los 1ltimos cuatro son ejemplos de
anillos que son DFU pero no euclideanos. En el caso d > 0, también fue Gauss quien
conjeturd que existe una infinidad de Q4’s que son DFU. Esta célebre conjetura atun
no ha sido probada.

Antes de continuar vamos a definir algunas herramientas que nos ayudardn a
estudiar la factorizacién en los anillos de enteros. La funcién norma N : Q(vd) — Z
se define como N(a; + agx/a) = a? — da?. Algunas propiedades importantes de la
norma son las siguientes:

(1) Un elemento « € Q4 es unidad si y sélo si |[N(a)| = 1.
(2) Sia,p € Q4 son asociados, entonces |N ()| = |[N(5)].
(3) Siy = ap, entonces N(v) = N(a)N(B).
Usando la afirmacion 1, es ficil verificar que:
(1) Sid=-1,U(0_y) = {£1, +i}.
1+4+v/-3  1—+-3
(2) Sid= -3, U0_) = {il,ﬁ: +2 S }
(3) Sid<0,d# —1,-3, entonces U(Qy4) = {+1}.
(4) Sid > 0, existe una unidad pu tal que U(Qy) = {£u* : k € Z}.
Lo anterior nos indica que si d < 0, entonces U(Qy) es finito y en el caso d > 0 hay
una infinidad de unidades en Q.
Al igual que en el caso de Z, si Oy es DFU, entonces primo e irreducible son
conceptos equivalentes. En la siguiente seccién vamos a ver ejemplos de irreducibles
que no son primos.

3. ANILLOS DE ENTEROS SIN FACTORIZACION UNICA

Consideremos el anillo @qg. El elemento 10 € Oy tiene dos factorizaciones

distintas:
10 = (2)(5) = (V10)%.

Usando la propiedad 2 de la norma podemos ver que estas dos factorizaciones son
esencialmente distintas, es decir, que no podemos ir de una factorizaciéon a la otra
cambiando el orden de los factores o cambiando algunos de ellos por elementos
asociados. Notemos que N(2) = 22 —10(0)2 = 4, N(5) = 52 —10(0)> = 25 y
N(V10) = 0* = 10(1)> = —10. Como |N(2)| # [N(V10)| y [N(5)] # [N(V10)],
entonces 2 y 5 no son asociados de /10 en Q4. Falta demostrar que 2, 5 y v/10 son
elementos irreducibles. Para esto utilizamos la propiedad 3 de la norma. Por ejemplo,
si 2 no es irreducible, entonces 2 = a1 ay para algunos aq, as € Q19 no unidades. Por
la propiedad 3, |N(a1)| = |N(az)| = 2, ya que la norma es un entero y es £1 si y sélo
si el elemento es una unidad. Vamos a demostrar que no hay ningin elemento con
norma £2 en @15. Con cédlculos sencillos se puede observar que los cuadrados médulo
10 son 0,1,4,5,6,9. Como

N(ay + aaV10) = a? — 10a3 = a? (mod 10),
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entonces la norma de cualquier elemento tiene que ser congruente con alguno de los
valores 0,1,4,5,6,9, asi que 2 y —2 no son norma de ningin elemento, por lo tanto,
no pueden existir aq,as € Q19 no unidades tales que 2 = «ay as. Por lo tanto 2 es
irreducible. De forma anéloga se puede demostrar que v/10 es irreducible. Para probar
que 5 es irreducible hay que usar un procedimiento similar médulo 40. Por tanto, Oqq
no es DFU.

Ya vimos que para algunos d € Z se tiene que Q4 no es un DFU, ;esto es algo grave?
La respuesta es si, pues perdemos algunas propiedades. Por ejemplo, consideremos la
siguiente proposicién:

PROPOSICION 5. Sea a,b,c € Z tales que a™ = bc y m.c.d. (b,c) = 1. Entonces
existen by, c1 € Z tales que b =10 y c = cT.

Si revisamos la demostracién de la proposicién anterior, se usa el hecho de que Z es
un dominio de factorizacién tnica. Si esta propiedad no se tiene el resultado puede no
ser cierto. Observemos que en Oy, (v/10)? = (2)(5), donde 2 y 5 son primos relativos,
sin embargo, 2 y 5 no son cuadrados, pues de hecho son irreducibles. En este ejemplo
no se cumple la proposicién anterior.

JEntonces qué hacemos para resolver el problema de no tener la factorizacion tinica?
Kummer propuso el uso de los ntimeros ideales. Lo que debemos de hacer es agrandar
el campo de tal forma que ahora si se tenga la factorizacién tnica. Por ejemplo, si
agregamos los elementos V2 y \/5, entonces

(2)(5) = (V2)*(v5)? = (V2V5)? = (V10)*.

Podemos ver que en este caso las dos factorizaciones son la misma. Los nimeros
ideales tienen la desventaja de que hay varias opciones para recuperar la factorizacion
Unica.

Basdndose en esta idea, Dedekind propuso sustituir los ntimeros ideales por los
ideales. En el caso de los anillos de enteros usaremos la notacion

(a1,...,oq)y ={a1B1+ -+ b : B1,...,0: € Og}

para denotar al ideal generado por los elementos ag,...,a;. En particular, todo
ideal de @4 se puede describir con a lo méas dos elementos ([10], Theorem 5.20).
Por ejemplo, en Z, (ay,az,...,a;) = (m.c.d.(a,az,...,ax)). En el anillo Oy,

<44 + 710,17 + /10,11 + 4\/E> = <3, 2+ \/E> y los ideales <2, \/E) y <5, \/E>
no se pueden expresar usando un solo elemento. Cuando un ideal I se puede escribir
usando s6lo un generador diremos que I = () es el ideal principal generado por a.
Si no es posible escribir al ideal usando solamente un elemento, diremos que I es un
ideal no principal.

La idea de Dedekind era usar los ideales principales como los elementos del anillo
y los ideales no principales como los nimeros ideales de Kummer. De esta forma, el
ejemplo /10 se puede escribir en términos de ideales como:

(/) - (/) (3.0

donde el ideal <2, \/10> juega el papel de v/2 en el ejemplo con niimeros ideales y

<5, \/E> juega el papel de v/5. Sin importar si Q4 es un DFU o no, el monoide de los
ideales no cero de Q4 siempre es de factorizaciéon tnica.

Como ya vimos, (v/10)2 = (2)(5) donde 2,5 no son cuadrados en Qyq. Si ahora
consideramos la factorizacién en ideales tenemos:

<2>=<2,m>2 y <5>:<5,\/ﬁ>2,

por lo que ahora si (2) es un cuadrado y (5) es un cuadrado. De esta forma, si usamos
ideales, podemos dar un resultado analogo a la Proposiciéon 5.

PROPOSICION 6. Sean «, 8,7 € Qq tales que o™ = B~ y {a) + (8) = Q4. Entonces
existen ideales I,J C Qg tales que (B) = I™ y (y) = J™.
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Demostracién. Es similar a la de la Proposicién 5. U

Si Q4 es de factorizacién unica, entonces el andlogo a la Proposicién 5 seria:

COROLARIO 7. Sean a, 3,7 € Qg tales que o™ = B~ y {a) + (B) = Q4. Entonces
evisten B1,71 € Oq y p1, p2 € U(Qa) tales que B = BT 1 y v =7 pa- O

Existen otros ejemplos de anillos o monoides sin factorizacién tunica, algunos
ejemplos de esto se pueden consultar en [7].

En cualquier anillo donde sea posible la factorizacién en irreducibles (por ejemplo
04), cualquier elemento primo es irreducible pero no necesariamente irreducible
implica primo. Asi tenemos:

TEOREMA 8. En un dominio entero en donde la factorizacion en irreducibles es
posible, la factorizacion es unica si y solo si los elementos irreducibles son primos.

Demostracién.Ver Teorema 4.13 [10]. O
Mas adelante estudiaremos esto con mas detalle

4. SOLUCION DE ECUACIONES DIOFANTINAS

4.1. Ecuaciéon de Catalan. En 1844 el matematico belga Eugene Catalan, en una
carta enviada al editor de la revista alemana Journal fir die reine und angewandte
Mathematik, se preguntaba sobre la posibilidad de que dos numeros consecutivos
pudieran ser potencias perfectas. En otras palabras, el afirmaba que las tunicas
soluciones enteras de la ecuacién:
¥ -y ==1

son z = 3,y = 2,u = 2,w = 3. Este problema quedd sin resolver durante muchos
anos. Ahora sabemos que el matemdtico rumano Prida Mih&ilescu ha resuelto esta
importante conjetura ([5] y [6]). Si suponemos que los exponentes son u =2y w = 3,
tenemos una version débil de la ecuacién de Catalan.

Usando argumentos de divisibilidad se puede mostrar que la ecuacién z2 —y3 =1
tiene una tnica solucién en los enteros positivos: x = 3, y = 2. En efecto, pues si x
es par, entonces m.c.d. (z — 1,2 + 1) = 1 y podemos escribir (z — 1)(z + 1) = y3. Por
tanto

r—1=a®> y z+1=0
De lo anterior se sigue que b®> —a® = (b—a)(b? + ab+b*) =2 y asi b> +ab+b* | 2, lo
cual es imposible. Por lo tanto, si existiera solucién, x =2t + 1y y = 2q con t,q > 1.
Es claro que t = 1 implica * = 3 y y = 2. Si t > 1, tendrfamos t(t + 1) = (2¢)?, un
numero triangular que es un cubo, lo cual no es posible.

Ahora consideremos la ecuacién 22 —y3 = —1, la cual afirmamos, tiene como tnica
solucién entera y = 1 y x = 0. En efecto, tenemos la factorizacién:

y® = (z+14)(z —1)

lo que nos sugiere trabajar en el anillo de los enteros gaussianos Z[i] = O_, el cual
es de factorizacién tnica y como ya mencionamos, U(Z[i]) = {+£1,+i}. Primero
notemos que m.c.d. (z +i,x —i) =1. Asi que x+i = (a+bi)3 y 2 —i = (a — bi)?,
salvo unidades. Se observa que x + i = (a® — 3ab?) + (3a?b — b3)i y por tanto
r —i = (a® — 3ab?) — (3a®b — b3)i. Igualando parte real e imaginaria tenemos
3a%b — b®> = b(3a®> —b?) =1, de donde b | 1 y asi b= £1. El caso b = 1 claramente no
es posible. El caso b= —1 conduce a y =1 y x = 0. En suma, la tactica consistié en
ir a otro anillo en donde la aritmética es mas apropiada para encontrar la solucion.
;Cudl es la mas apropiada? Es dificil saberlo, simplemente reconocer un anillo con
factorizacién tinica es un problema que ocupa parte de las investigaciones en teoria de
nimeros.
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4.2. Ecuacién de Bachet. Antes de Catalan, el matemético francés Claude Gaspar
Bachet (1581-1638) se preguntaba cudntas soluciones enteras tiene la ecuacién z? —
y3 = k con k € Z. Existen técnicas elementales para dar respuesta a la existencia
de soluciones para ciertos valores de k. El caso que sirve para nuestro propdsito es
2?2 — y3 = —19. Debido a la factorizacién 2% + 19 = (z + v/—19)(z — /—=19) = 33,
podriamos trabajar en el anillo Z[v/—19] = {a + bv/—19 : a,b € Z}, el cudl es un
subanillo de indice 2 en el anillo QO_19. Es conocido que el anillo O_19 tiene la
propiedad de la factorizacién tnica por la clasificaciéon de H. Stark que ya comentamos.
Tenemos las siguientes consideraciones:
1. U(Z[V-19]) = {£1} pues N(a+by/—=19) =a? + 190> = 1siy sélosi b =0y
a = +1. Notemos que cualquier unidad es un cubo.
2. Si 19 | y, entonces 19 | y> y 19 | z. Asf 22 — y® = 19%¢ = —19. Por tanto
191y.
3. Si 2|y, entonces z es impar y 8 | 4°. Por tanto 22 = y> — 19 = —1 (mod 8),
lo cual es imposible.
4. Sea m € Z[v/—19] un divisor irreducible comin de x + /=19 y x — /—19.
Entonces m | 24/—19 y por tanto m | 2/—19+/—19. Asi, 7 | (2)(19)
y 7| y3 Como 1 = ry® + (2)(19)s en Z, entonces m | 1 y por tanto
m.c.d. (z++v=19,z — /=19) = 1 en Z[/—19].
5. De la factorizacién y> = (z + v/—19)(z — v/=19) y usando el Corolario 7
podemos suponer que z++/—19 y £ —1/—19 son cubos, salvo por una unidad.
Supongamos que x + v/—19 = (a + by/—19)? para ciertos a, b € Z. Igualando parte
real e imaginaria tenemos el sistema
r=a®—57ab?
1=3a%b- 190"
La primera ecuacién no aporta mucho; sin embargo la segunda ecuacién nos indica
que b | 1y asi b = £1. Cualquiera que sea el valor de b implica que a ¢ Z. Con
todo lo anterior podemos concluir que la ecuacién 22 — y3 = —19 no es soluble en Z.
Pero observemos que 182 — 73 = —19. ; Qué hicimos mal? ;cémo explicamos esto?
Bueno, parte de la respuesta es que es falso que si el anillo Q4 es de factorizacién
Unica, entonces cualquier subanillo debe tener la misma propiedad. Asi, el subanillo
Z[v/—19] no es de factorizacién tinica. Por ejemplo

3/%5=5-7T=4+v-19)(4 — v-19).
Se puede probar sin mucha dificultad y con la ayuda de la funcién norma que los
ntmeros 5,7,4 + /—19,4 — /—19 son irreducibles en Z[/—19] y no son primos ni
asociados dos a dos. Por ejemplo, 5 es irreducible y no primo. Si 5 = « 3, entonces
25 = N(a)N(p)

y por tanto N(a) = N(8) =5 6 N(a) =25y N(B) = 1. El primer caso no es posible
pues obviamente la ecuacién a? + 1962 = 5 no tiene solucién en Z. En el segundo caso
tenemos que 5 € U(Z[v/—19]) y 5 es irreducible. ;jPor qué 5 no es primo en Z[/—19]?
Claramente 5 | (4 ++/—19)(4 — /—19). Si 5| 4+ /—19, entonces

44 V=19 = 5(a + byv/—19) = 5a + 5by/—19.

Por tanto 5 | 4 en Z lo cual es imposible. Similarmente 514 —+/—19 y 5 no es primo.
Este ejemplo es testimonio del Teorema 8.

byv/—19\3
Si escribimos z 4+ v/ —19 = (%)
concluir que las soluciones de z? — 3 = —19 son = 8,y = 7. Notemos que ahora
estamos trabajando en el anillo O_19 en lugar de Z[/—19].
Como dato histérico, Bachet es més conocido por su traduccién al latin del texto

griego de Diofanto en 1621. Esta versién es la que utilizé6 Fermat como libro de notas
en donde escribié su famosa afirmacion.

y seguimos las mismas ideas se puede
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5. EL GRUPO DE CLASES DE IDEALES Y SOLUCION DE ECUACIONES DIOFANTINAS

Cuando no se tiene la factorizacién inica se puede recurrir a la factorizacién tnica
con respecto a ideales. Consideremos el anillo Q4 y el monoide:

G={I#0:TIesideal deQg}.
Definimos la siguiente relacién ~ en G: Para I, J € G, I ~ J si existen «, 8 € Qg \ {0}

tal que ()l = (B)J, donde («) es el ideal principal generado por a. Se sabe que:

1.- ~ es de equivalencia.
2.- El conjunto de clases de equivalencia es finito.
3.- El conjunto de clases de equivalencia tiene estructura de grupo abeliano, el
cual denotamos por G. La operacién es la natural: [I][J] = [I.]].
4.- El orden hg del grupo G satisface: hqg = 1 si y sélo si Q4 es de factorizacion
Unica.
Obviamente cualquier ideal principal estd relacionado con el ideal Qg = (1) y en
particular, el neutro del grupo G es la clase [(1)]. Asi por ejemplo, el grupo de clases
de ideales de O_5 es:

G ={[(V],[(3, 1+ V=5)]}.

El grupo de clases de ideales del anillo Q_14 es:

G = {[(V] (2, —vV=19].[(3, 1 + V=14].[(3,1 — vV=14)]},

y en los anillos O_5 y O_14 no hay factorizaciéon unica. La pregunta que nos hacemos
ahora es jcémo se calcula el orden de éstos grupos? La respuesta es que es muy
dificil encontrar hy y la razén es porque algunas férmulas que se conocen involucran
a la funcién ¢ de Riemann y otras involucran el cdlculo de unidades fundamentales
(€q4, d > 0), como en nuestro caso. Por ejemplo, para calcular la unidad fundamental
se debe resolver la ecuacién z2 — dy? = +1 y esto requiere de las fracciones continuas.
Una vez encontrada la unidad fundamental, se puede recurrir por ejemplo, a la férmula

Vd
hg=—L(1
d 2€d (aXd)7

donde L es una L-serie de Dirichlet.
También existen féormulas explicitas para el caso cuadréatico. Por ejemplo Dirichlet
descubrié que si p =3 (mod 4) es un primo y F = Q(,/—p), entonces

1
= (- X))
donde Y 7; es la suma de los residuos cuadréticos y > s; es la suma de los residuos

no cuadraticos en F,,.
El producto de dos ideales principales es principal y si I satisface

()] = (B)
para ciertos «, 8 € Q4 \ {0}, entonces I también es un ideal principal.

Para cualquier anillo cuadratico consideremos el monoide G de ideales # 0 de Q.
Como sabemos, G tiene la propiedad de la factorizacién unica en términos de ideales
primos. Usaremos esta cualidad para decidir si cierta clase de ecuaciones diofantinas
es soluble en Z.

TEOREMA 9. Sean d > 1 un entero que no es un cuadrado, d = 1,2 (mod 4),
F = (@(\/jd) con anillo de enteros QO_4 y el orden de las clases de ideales de QO_4 es
igual a h_q. Si p*™ {d para todo primo p | d y n > 2m con n,m € 7Z, de tal forma
que m.c.d. (n,h_g) =1 y m.c.d. (d,n) # 1, entonces

(1) yn _ l,2m +d
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no tiene solucion en los enteros x,y.

Demostracién. Supongamos que x,y es una solucién de la ecuacién (1). Sid = dyd3
con d; libre de cuadrados, O_g = Z[v/—d;]. En este anillo, la ecuacién (1) se puede

reescribir como

y" = (@™ + V=d) (@™ - V=d).
La factorizacién tnica no se cumple en O_; a menos que h_g = 1, asi que la
transformaremos en una ecuacién de ideales:

(2) ()" = (™ + V—=d) (™ — V/—d).

Primero demostremos que (z™ + v/—d) y (™ — \/—d) son ideales primos relativos
entre si, esto es, no existe un ideal primo en O_,; que los divida a ambos.

El primer paso para probar la afirmacién anterior es ver que x y d son primos
relativos en Z. Supongamos que existe un primo p tal que p | x y p | d. Como
y" = x?™+d, entonces p | y" y asi p | y. De lo anterior, tenemos que p" | y" = 2> +d.
p?™ | 22™ y p?™ | 22™+4d implica que p?™ | d, lo que es una contradiccién, pues p*™ { d.
Por lo tanto m.c.d. (z,d) = 1.

Ahora demostraremos que z2™ 4 d y 2™ — d son primos relativos en Z. Si existiera
un primo p tal que p | m.c.d. (;va +d, x> — d), entonces

P | 2w2m _ ($2m +d) + ($2m _ d) y
p|2d= (2™ +d) — (z*™ - d).
Como m.c.d. (z,d) = 1, entonces p = 2. Observemos que = y d deben ser impares,
pues 2 | 2™ +d y m.c.d. (x,d) =1, y como d = 1 (mod 4) tendremos que z*™ +d = 2
(mod 4). Pero entonces y es par, lo que implica que y™ = 0 (mod 4); y asi no existe
el primo p. Por lo tanto m.c.d. (xzm +d, x> — d) =1.

Finalmente, tenemos que ver que (™ + v/ —d) + (™ — /—d) = O_, para concluir
que efectivamente son primos relativos.
Sean a, ¢ € Z tales que a(z*™ — d) + c¢(x®™ +d) = 1. Si b= az™ + ca™, entonces

(avV—=d)(z™ +vV—=d)+ (b+ cvV—d)(a™ — V—=d) =
(avV—=d)(x™ + V—=d) + (az™ + ca™ + eV —=d) (2™ — vV —d) =
ax™V—d — ad + az®™ + cx®™ + ca™V—d — ax™V—d — cx™V/—d + cd =
a(x®™ —d) + c(z*™ 4+ d) = 1.
Como
(aV=d)(@™ + V=d) € (™ +V=d) y
b+ cvV—=d) (2™ — vV —=d) € (™ — V—d),

entonces efectivamente los ideales son primos relativos. Con esto concluimos nuestra
primera afirmacién.

Como los ideales se factorizan de forma unica, el hecho de que (2™ + +/—d) y
(™ — v/—d) son primos relativos junto con (2), implica que existen I y J, ideales de
O_yg4, tales que

"= @+ V=d) y
JT = (2™ — v =d).

Por hipétesis, m.c.d.(n,h_4) = 1, por lo que existe k € Z tal que kn = 1

(mod h_g4). Sea r tal que kn = h_gr + 1. Entonces

IFn = h=am T = ()] = (2™ + V=d)* = (=™ + V—d)").
Por esto, I debe de ser un ideal principal, digamos I = (a + by/—d). De lo anterior,
(@™ +V=d) =I" = ((a+bvV=d)"),

y entonces 2™ + +/—d debe de ser un asociado de (a + by/—d)™ en O_4. El grupo de
unidades es {1}, pues d; # 1,3, as{ que:
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™ 4V —=d = (a+bvV—d)" Z() HbV=d)' = d' +b'Vd.

Como 1 # m.c.d. (d,n) | para 1 < i < n y d divide al dltimo término de la

suma (pues n > 2), entonces m.c.d. (d,n) | ¥'. Pero & = 1; por lo que tenemos una
contradiccién, que significa que la suposicién de que existen z,y € Z es falsa, asi que
la ecuacién (1) no tiene solucién. O

Nota: Si n es par, el n-ésimo término de la suma corresponde a a’, por lo que la
condicién de que m.c.d. (d,n) # 1 no es necesaria; en este caso, lo inico que cambia
es que en lugar de afirmar que d | b’ (en el dltimo pérrafo de la demostracion) diremos
que n | b'. Por lo tanto, también es cierto que:

TEOREMA 10. Sean d > 1 un entero que no es un cuadrado, d = 1,2 (mod 4) y
F = Q(v/—d) con anillo de enteros QO_q. Si p™ {d para todo primo p | d y 2n > 2m
es un entero que cumple m.c.d. (2n,h_q) = 1, con n,m € Z, entonces

y2n _ x2m + d

no tiene solucion. O

Estas ideas también pueden usarse cuando hay soluciones, por ejemplo, resolvamos
la siguiente ecuacién:

VP =t 44 = (22 4+ V) (2% — V=) = (2 + 2V/—TT)(22 — 2v/—T1),.

Escribiendo la ecuacién como ideales de Q_1; tenemos:
(4)* = (2 +2/"TT) (® — 2/11).
Por la factorizacién unica de ideales, existen I, J C OQ_q; tales que
(2T =1 y (2% —2y/T0) = J°

Como O_1; es uno de los anillos de la lista de H. Stark, entonces I y J son principales.
< a+by/—11 >

2

Supongamos I = con a,b € Z, a =b (mod 2), entonces

_ 2 — 2y 3
33ab)+\/8 11(3a2b 11b):i(x2+2\/_711)'

Igualando términos, la ecuacion anterior nos indica que tenemos que resolver el sistema
4o _ 3a2b; 1163 _ b(3 a? ; 11b2)’
(3) a® —33ab?

=00
8

de donde la primera ecuacién se puede reescribir como 16 = b(3a? — 115?). Como
en cualquier caso b | 16, entonces las posibilidades para b son +1, +2, +4, £8, +16.
En cada uno de estos casos se obtiene:

(a+b;m>3: (a3

b=1 +16 = (1)(3a2 — 11)
b=—1 +16 = (—1)(3a2 — 11)
b=2 +16 = (2)(3a2 — 44)
b= —2 +16 = (— 2)(3a — 44)
b=4 +16 = (4)(3 a2 —176)
b= — +16 = (— 4)(3a — 176)
b=38 +16 = (8)(3a2 — 704)
b= -8 +16 = (—8)(3a% — 704)
b=16 +16 = (16)(3 a2 — 2816)
b=—16 +16 = (—16)(3a® — 2816).
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De esta forma, resolver la ecuacién diofantina se convierte en resolver veinte polinomios
cuadraticos con una variable, lo que es mucho mas sencillo. Ademés, observemos que
los dos polinomios del primer renglén son los negativos de los dos polinomios del
segundo renglén y asi sucesivamente, de tal forma que inicamente hay que encontrar
las soluciones de diez polinomios cuadraticos: 0 = 3a? — 27 con soluciones +3 y
0=3a2+5,0=3a?-52,0=30a%2-36,0=3a2-180,0=3a>—-172,0 = 3a2— 706,
0=3a%2-702,0 = 3a?—2817, 0 = 3a? — 2815, cuyas soluciones no son enteras. Como
podemos ver, los Unicos valores en Z que puede tomar a son +3, y esto solamente
sucede si b = +1. Regresando a la ecuacion (3),
27— 99
8
de donde z solamente puede ser £3. Sin importar el signo, y* = z* + 44 =
81+44 = 125. De esta forma, vemos que la ecuacién tiene exactamente dos soluciones:
r=3,y=5yx=-3,y=>5.

+2? =+ =49,
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GENERALIZACION DE ALGUNOS CRITERIOS PARA
POLINOMIOS SEMI-ESTABLES

CARLOS ARTURO LOREDO VILLALOBOS EDGAR CRISTIAN DIAZ GONZALEZ
BALTAZAR AGUIRRE HERNANDEZ

RESUMEN. La estabilidad de un sistema lineal £ = Ax se verifica por medio
de su polinomio caracteristico asociado p4(t). Si el polinomio es semi-estable
se puede asegurar la estabilidad del sistema y si es estable se puede asegurar la
estabilidad asintética del sistema. En este trabajo presentamos algunas condi-
ciones necesarias para verificar si un polinomio real es semi-estable, ademds de
algunas generalizaciones del criterio de Hermite-Biehler aplicables a polinomios
no necesariamente estables.

1. INTRODUCCION

En el estudio de la distribucion de las raices de un polinomio sobre el plano complejo,
uno de los primeros problemas fue el de determinar el niimero de raices reales de una
ecuacién; esto es, dada una ecuacién de coeficientes reales, determinar (por algin
criterio, que dependerd de sus coeficientes, y sin resolver la ecuacién) si tiene raices
reales, en caso afirmativo, cudntas; o cuantas raices positivas y cudntas negativas tiene.
Decimos que un polinomio p € R[z] es estable si todas sus raices se encuentran en
C~, donde C~ es el conjunto de niimeros complejos que tienen parte real negativa. Se
conocen los criterios cldsicos de Routh-Hurwitz (tal vez, el mas conocido), el criterio
de Routh y Hermite-Biehler que dan condiciones necesarias y suficientes para que un
polinomio sea estable. Se pueden consultar otros criterios para saber si un polinomio
es polinomio Hurwitz en [3] o [10], recientemente han aparecido resultados relativos a
polinomios semi-estables [5]. Decimos que un polinomio p € R[z] es semi-estable si sus
raices estan en C~ UiR. Esto implica que los polinomios estables son un subconjunto
de los polinomios semi-estables. En las siguientes secciones mostraremos algunas
condiciones para que un polinomio sea semi-estable, ademas de algunos criterios acerca
de la distribucién de sus raices en el plano complejo.

2. EL ENFOQUE DE ROUTH-HURWITZ PARA POLINOMIOS SEMI-ESTABLES
Consideremos el polinomio real p € R[z]:

(1) p(z) = apx™ + a1z 4 ... +a,

con ag # 0, denotamos por H(p) a la matriz de Hurwitz asociada a p, la cual queda
definida como

a; a3 as --- 0
apg Qa2 QA4 - 0
H(p) — 0 ay ag - 0
o 0 0 - apn

Denotemos por A;, 1 <i < n, los menores principales diagonales de H(p), es decir

ay as
ag az

Alzal,Agzdet< >,...,An:detH(p)

El criterio de Routh-Hurwitz se puede consultar en [1], [8] v [9].
39
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PROPOSICION 1. Considérese el polinomio real
(2) p(x) = apx™ +a1x" t+ ...+ an, ap >0
Sip(zx) es semi-estable entonces
A1 >0,A,2>0,...,4,>0

Demostracion: Sea p(z) = apz™ + ayz™ ! + -+ + a,, un polinomio real semi-estable
con a, > 0. Podemos reescribir a p(z) de la siguiente forma p(z) = ag(x — r1)(z —
re)---(x — 1), entonces se tiene que Re(r;) < 0 para toda ¢ = 1,...,n. Ahora
considérese la sucesién de polinomios

1 1 1
pr(@) = aol + 4 =)@+ 7 —712) o (@4 7 =)
con k=1,2,.... Nétese que py(x) — p(z) cuando k — oco. Entonces pi(x) es estable

para todo k pues Re (—1 + i) < 0 para todo i =1,...,n.

Denotemos por A¥, 1 < i < n a los menores diagonales principales de H(py). Ya
que pi(7) es estable entonces A¥ >0, A5 >0, ..., A¥ > 0. Tomando el limite cuando
k — oo se tiene que A1 >0, Ay >0,..., A, >0. [l

COROLARIO 2. Si H(p) es la matriz de Hurwitz asociada al polinomio p(x) y si
existe al menos un menor principal A; < 0, para algin i =1,...,n, entonces p(x) no
es semi-estable.

Ejemplo 1. Considérese el polinomio real p(t) = t3 +t? + ¢ + 3. La matriz de
Hurwitz asociada es:

a; a3z as 1 3 0
H(p)=|ap a2z as] =1 1 0
0 a; as 01 3

Tenemos que A; > 0, Ay < 0y Az < 0. Por lo tanto, p(t) no es semi-estable.

3. EL ENFOQUE DE ROUTH PARA POLINOMIOS SEMI-ESTABLES

En 1875 Edward J. Routh, usando el Teorema de Sturm y la teoria de indices
de Cauchy, elabora un algoritmo para determinar el niimero k de raices con parte
real positiva de un polinomio real (ver [11]). En el caso particular cuando k = 0
este algoritmo proveé un criterio de estabilidad. Una demostraciéon de este criterio se
desarrolla en [4]. Consideremos el polinomio real

f(2) =ao2™ +boz" P Far2" 2 H b2 4L (ap £0)
Entonces
fiw) = ag(iw)™ + by (iw)™ 1 4 ay (iw)" ™2 + by (iw)" 3 + ...

Tomemos

filw) = apw™ —a1w" 2+ ...
fo(w) = bow™ ! —bw" 3 4 ...
y construimos una sucesion generalizada de Sturm
fiw), fa(w), fs(w), -y fm(w)
por medio del algoritmo de Euclides. Entonces
fo(w) = 2wl (w) = fi(w)
6

=cow" 2 — w4 w0 — .
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donde
o @b o boal — aobl
o = @ b 1= 7190 )
aq bQCLQ — a0b2
3 = — —by=—"———7=
(3) 1 az b 2 b )
c - 4 —@b _bo(lg—aobg
2 = O3 by =
Andlogamente
bo
fa(w) = awfs(w) = f2(w)
= down_g — dlw"_5 + dgw"_7 — ...
b by —b
dy = by — e =00
Co Co
b by — b
(4) d, = b2_£c2:u,
Co Co
b bs —b
dy = b3_£03:M7
Co Co
Los coeficientes de los polinomios restantes f5(w), fe(w), ..., fnt1(w) se determinan

de manera similar. Con dichos coeficientes formamos el llamado esquema de Routh:

agp, ai, as,

bOv bl ) b37
(5) Co, €1, C3,

dO) dla d37

Las férmulas (3) y (4) muestran cémo obtener cada fila de este esquema.

TEOREMA 3 (Routh). El nimero de raices de un polinomio real f(z) en el semi-
plano derecho (Rez > 0) es igual al nimero de variaciones de signo de la primera
columna del esquema de Routh.

COROLARIO 4 (Criterio de Routh). Todas las raices del polinomio real f(z) tienen
parte real negativa, si y solo si, al realizar el algoritmo de Routh todos los elementos
de la primera columna del esquema de Routh son diferentes de cero y del mismo signo.

Cuando f(z) tiene raices sobre el eje imaginario escribimos
f(z) = Fi(z) + Fa(2)
donde
Fi(2) =ap2" +a12" 2 +---
Fy(2) = bg2" 1 4+ b2" 3 -

Buscamos el maximo comun divisor de Fy(z) y Fa(2), i.e. d(z) = med (F1(z), F2(z))
y escribimos:
f(z) = d(2)f"(2)

Si f(z) tiene una raiz z en el eje imaginario, entonces —z también serd raiz. A partir
de que f(z) = f(—%) = 0 se tiene que Fy(z) =0y Fa(z) = 0, es decir z es raiz de d(z).
Por lo tanto, f*(z) no tiene una raiz z para la cual —z sea también rafz. Asi, d(z)
tiene s raices sobre el eje imaginario y f*(z) no tiene raices imaginarias. En este caso
el nimero k de raices positivas es k = k1 + ko, donde k1 y k2 son el nimero de raices
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positivas de f*(z) y d(z) respectivamente. Luego, k; puede determinarse mediante el
algoritmo de Routh y

donde ¢ = grado [d(z)] v s es el ntimero de raices reales de d(iw).
PROPOSICION 5. Si p(x) es semi-Hurwitz entonces se satisface sélo una de las
siguientes propiedades:
(1) Los elementos de primera columna del esquema de Routh son diferentes de
cero y del mismo signo.
(2) Sid(z) = med(Fi(x), Fo(x)) # 1 entonces g = s, donde ¢ = grado[d(2)] y s
es el nimero de raices reales de d(iw)

Ejemplo 2. Verifiquemos si el polinomio q(t) = t° +t* +2t> + 2+t 41 es Hurwitz.
Evaluamos ¢ en iw

qliw) = w? —W? + 1 +i(w® — 2w 4+ W)

Hacemos:
aozl,alzl,agzl
bo=1,b1=2,b=1
luego
bo(ll - a0b1 1(1) - 1(2)
CO = bO = 1 = —1
b — apb 1(1) —1(1
Cc1 = 0a2b0a02: ()1 ():0
— —-1(2) -1
dy = cobr = bocy _ ( )_1 (0) _9
by — b —1(1) -1
dlzcozco 02 _ ()_1 (0):1
o = doct —codr _ (2)(0) = (=1)(1) _ 1
0 do 2 2
o eodr —doer 3(1) : 2(0) 1
€0 3
ap a1 as 1 2 0
bo b1 b3 1 2 0
Co C1 -1 0
do dq 2 1
€0 %
fo 1

Obsérvese que los elementos de la primera columna del esquema de Routh no son del
mismo signo. Por lo tanto, ¢(t) no es Hurwitz.
Ahora verifiquemos si es semi-Hurwitz. Construimos

Fi(t)=t>+2t3 +¢ By(t)=t*+22 +1

Luego, puede verificarse que d(t) = mcd (Fy, Fy) = t* + 2t2 + 1, por lo que q(t) es
semi-Hurwitz.

4. CRITERIO DE HERMITE-BIEHLER PARA POLINOMIOS SEMI-ESTABLES

En esta seccién daremos generalizaciones del criterio de Hermite-Biehler primero
para polinomios semi-estables y después para polinomios sin ninguna restriccién en
la localizacion en sus raices. Estas ultimas generalizaciones son dadas en términos de
una expresion analitica para la diferencia entre el nimero de raices del polinomio en
el semiplano abierto izquierdo y el semiplano abierto derecho.
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4.1. Criterio de Hermite-Biehler. Para enunciar el Criterio de Hermite-Biehler
utilizaremos las siguientes definiciones.
Considérese el polinomio real

p*(2) =po+p1z +p2z’ 4o+ pa2”
Podemos escribir a p* de la siguiente forma
(6) P (2) = (po + P22 + paz* + )+ 2(p1 +p3z® +pszt + o)

Evaluando en iw:

p*(iw) = (po — paw? + paw* — - +) +iw(pr — paw? + psw* — )
Definimos
(7) Pe(2?) = po + p22® + paz’ + -+
(8) 2 po(2®) =prz+p32® +ps2® + -
9) pe(—w2) = po — paw” + paw® — -
(10) Po(—w?) = p1 — psw® + psw? — -+

Los polinomios (9) y (10) son polinomios reales o se convierten en polinomios reales
después de cancelar i.

Definicién 6 (Alternancia). Un polinomio real p*(z) satisface la propiedad de la
alternancia si

a): los coeficientes principales de p.(2?) y zp,(22) tienen el mismo signo y

b): todas las raices de p.(—w?) y po(—w?) son reales, distintas y ademds las m
raices positivas de p.(—w?) y las m — 1 rafces positivas de p,(—w?) se van
alternando, es decir:

0 <we1 <wWo1 <Wez <Woo < -ve
Para mds detalles ver [2] y [4].

TEOREMA 7 (Hermite-Biehler). Un polinomio real p*(z) es Hurwitz, si y sdlo si,
satisface la propiedad de la alternancia.

Una versiéon en condiciones necesarias del criterio de Hermite-Biehler para poli-
nomios semi-estables se da en la siguiente afirmacion.

PROPOSICION 8. Si un polinomio real p*(z) es semi-estable entonces
a) los coeficientes principales de p.(z?) y zp,(2?) tienen el mismo signo;
b) todas las raices de p.(—w?) y po(—w?) son reales y las raices positivas de
Pe(—w?) y po(—w?) cumplen que
0 S We,1 S Wo,1 S We,2 S Wo,2 S o

COROLARIO 9. Sea p*(z) un polinomio real, si los coeficientes de pe(2?) y zp,(2?)
no tienen el mismo signo o si ocurriera que para algun i =1,...,n las raices positivas
de pe(—w?) y po(—w?) no se alternaran entonces p(x) no es semi-estable.

Ejemplo 3. Considérese el polinomio real p*(t) = t* + 2t3 + 3% + 7t + 2.
Tenemos que
pe(t?) =2+ 312 + 11, tp,(t?) = Tt + 2t

Por otra parte

p(iw) = 2 — 3w? + w* 4 iw(7 — 2w?)

pe(—w?) =2 = 3w + W, po(—w?) =7 —2w?

Luego

pe(—wH) =0 & w=+416w==+V2

Po(—w?) =0 & w=+/7/2
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Hacemos we 1 =1, we 2 = V2, Wo,1 =/ 7/2. Ahora we 1 < wy 1, PETO Wy 1 > We 2. Por
lo tanto no se cumple el inciso b) de la propiedad de la alternancia. Luego p*(t) no es
semi-estable.

Un polinomio p* € R[], no idénticamente cero, se dice que es estdndar cuando su
coeficiente principal es positivo. El siguiente resultado se obtiene como consecuencia
del Teorema de Hermite-Biehler por un argumento de limite.

TEOREMA 10 ([14]). Sea p*(z) = f(2?) + xg(2?) € R[z] un polinomio estdindar.
Entonces p*(x) es semi-estable, si y sélo si, tanto f como g son polinomios estindar,
tienen sdlo raices reales mo positivas y las raices de f se alternan con las de g.

4.2. Relacidn entre polinomios estables y semi-estables. El siguiente resultado,
publicado en [5], establece la manera en que estdn relacionados los polinomios estables
y semi-estables.

TEOREMA 11. Sea p*(z) = f(2%)+xg(2?) € R[z] un polinomio estindar. Entonces
p*(x) es estable, siy solo si, p*(x) es semi-estable, f(0) £ 0 y med(f,g) = 1.

4.3. Generalizaciones del Criterio de Hermite-Biehler. Es esta subseccién
se dan otras generalizaciones del Teorema de Hermite-Biehler para polinomios no
necesariamente Hurwitz en términos de una expresion que indica la diferencia entre
las raices que se encuentran en el semiplano complejo izquierdo y las raices que se
encuentran en el semiplano derecho. A continuacién presentamos nuevamente el
criterio de Hermite-Biehler.

TEOREMA 12. (Hermite-Biehler). Sea p*(z) = po + p1z + -+ + paz™, un
polinomio real de grado m. FEscribimos, p*(z) = pe(2?) + 2po(22), donde p.(z?) y
2po(22) son las componentes de p*(z), formadas con las potencias pares e impares de
2, respectivamente. Sean We,,We,, ... los distintos ceros reales positivos de p.(—w?) y
S€AM Wo, , Woy, - - - 108 distintos ceros reales positivos de p,(—w?), ordenados en magnitud
ascendente. Entonces p*(z) es Hurwitz estable, si y sélo si, todos los ceros de p.(—w?),
po(—w?), son reales y distintos, p, y pn—1 son del mismo signo y los ceros reales
positivos, satisfacen la siguiente propiedad de la alternancia:

(11) 0 <we, <Wop < Wey < Woy < -0

Ver [1], [2] ¥ [9] para una demostracion.

Ahora proporcionamos algunas caracterizaciones alternativas e interpretaciones del
teorema. Para esto, introducimos primero la funcién sgn[-] : R — {—1,0, 1}, definida
por:

-1 six <0,
sgnx]| =< 0 siz=0,
1 siz > 0.

LEMA 13. Sea p*(z) = po + p1z + -+ + pnz™, un polinomio real de grado n.
Escribimos p*(2) = pe(22) + 2po(22), donde p.(2?) y zpo(2?) son las componentes
de p*(z) formadas con las potencias pares e impares de z, respectivamente. Para cada
w € R, denotamos p*(jw) = p(w) + jq(w), donde p(w) = p.(—w?), q(w) = wp,(—w?).
Sean We,,We,, - .. los distintos ceros reales positivos de p.(—w?) y sean wo,,Wo,, - - -
los distintos ceros reales positivos de p,(—w?), ordenados en magnitud ascendente.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i): p*(2) es Hurwitz estable.
(ii): pn Yy pn_1 son del mismo signo y

sgnpo] - {sen[p(0)] — 2 sgn[p(wo, )] + 2 sgnlp(wo, )] + - -+ + (=1)" 7
x2 sgn[p(wo,, )]+ (—=1)™ - sgn[p(c0)]} para n = 2m,

sgn[po] - {sgn[p(0)] — 2 sgnp(wo, )] +2 sgn[p(wo,)] + -+ + (=)™
X2 sgnlpwan )]+ (~1)™ -2 sgolplwn, )]} paran =2m+ 1.
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(12)
(iii): pn y pn—1 son del mismo signo y
sgn[po] - {2 sgng(we, )] — 2 sgnlq(we, )] + 2 sgnfg(we, )] + -+ + (=1)™ 72
oo ) x2senlg(we, )]+ (=1)"7" - 2 sgng(we,, )]} para n = 2m,
sgnlpo] - {2 sgnlg(we, )] — 2 sgnfq(we, )] + 2 sgng(we,)] + -+ + (=1)™ !
x2 sgn[q(we,,)] + (—1)™ - sgn[g(c0)] para n = 2m + 1.
(13)

Ver [2] para una prueba.

Observacion 1. La propiedad de la alternancia en el Teorema 12 da una inter-
pretacién grafica del criterio de Hermite-Biehler, mientras que el Lema 13 da una
caracterizacion analitica.

Notemos del lema 13 que si p*(z) es Hurwitz estable entonces todos los ceros de p(w)
y q(w) son reales y distintos, de lo contrario (12) y (13) fallarén.

Ahora presentamos un ejemplo para ilustrar la aplicacién del Criterio 12 y del
Lema 13, para verificar la propiedad de la alternancia en un polinomio estable.

Ejemplo 4. Consideremos el polinomio real p*(z), donde
p*(2) = 27+ 52° 4+ 142° + 252 + 312° + 2622 + 142 + 4.
Entonces
p(jw) = p(w) + jq(w)
donde
p(w) = =5w® 4 25w* — 26w? + 4, g(w) = w(—w® + 14w* — 31w? + 14).

Las graficas de p(w) y ¢(w) son mostradas en la Figura 1. Por lo tanto, el polinomio
p*(z), satisface la propiedad de la alternancia. Ademads

Fiaura 1. Propiedad de la alternancia para un polinomio Hurwitz.

we, = 0.43106, w,, = 1.08950, we, = 1.90452
wo, = 0.78411, w,, = 1.41421, w,, = 3.37419.

sgn[p(0)] = 1, sgnfp(w,, )] = —1, sgnlp(w,,)] = 1, sgn[p(w,,)] = —1.
Ahora, p*(z) es de grado n = 7, el cual es impar y sgn[po] - [sgn[p(0)] — 2 sgn[p(w,, )] +
2 sgn[p(woe,)] — 2 sgn[p(we, )]] = 7; lo cual muestra que (12) se tiene.

También tenemos que

sgnfg(we, )] = 1, sgnlg(we, )] = —1, sgn[g(we;)] = 1, sgn[g(co)] = —1.
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Asf que: sgn[po] - [2 sgng(we, )] — 2 sgnlg(we,)] + 2 sgnfq(we,)] — sgnlg(c0)]] =7,
con lo cual se tiene (13).

Para verificar que p*(z) es un polinomio Hurwitz, igualamos p*(z) a cero y encon-
tramos sus raices:

—0.5 £1.3229; — 0.5 £ 0.86607 -1+ -1

Todas las raices se encuentran en el semiplano izquierdo, asf p*(z) es Hurwitz.

4.4. Signatura y fase acumulada neta. En esta subseccién desarrollaremos, como
paso preliminar para la generalizacién del criterio de Hermite-Biehler, una relacién
entre la fase acumulada neta de un polinomio real y la diferencia entre el nimero de
raices de un polinomio real en el semiplano abierto izquierdo y el semiplano abierto
derecho. Sea C el plano complejo, C~ el semiplano abierto izquierdo y CT el semiplano
abierto derecho.

En principio nos enfocaremos en polinomios sin ceros en el eje imaginario. Consid-
eremos un polinomio real p*(z) de grado n

p*(Z) = Po +plz+p222++Pn2na Di ER? izoulv"'ana Pn #07
tal que, p*(jw) # 0, Yw € (—o00, +00).

Definicién 14. Sean [ y r, el nimero de raices de p*(2) en C~ y CT respectiva-
mente. Entonces la signatura de p*(z) denotada por o(p*) se define como

o(p*) 21—

Ya que n = | + r, se tiene que o(p*) y n determinan en forma tnica [ y r, y
por lo tanto, la distribucién de raices de p*(z). Ahora, para cada w € R, p*(jw)
es un punto en el plano complejo, sean p(w) y ¢(w), dos funciones definidas como
p(w) = Re[p*(jw)], ¢(w) = Im[p*(jw)].

Con esta definicién, tenemos
p*(jw) = p(w) + je(w), V.
Ademiss, O(w) £ /p*(jw) = arctan[g(w)/p(w)]. Sea AS*(#) que denota el cambio neto

en el argumento 6(w), cuando w crece de 0 a co. Entonces podemos afirmar el siguiente
lema [4]:

LEMA 15. Sea p*(z) un polinomio real sin raices imaginarias. Entonces

AF(0) = So").

Ver [2] y [4] para una demostracién.

4.5. Generalizaciones del Criterio de Hermite-Biehler: Ninguna raiz en el
eje imaginario. En esta subseccién, nos enfocaremos en polinomios reales sin raices
en el eje imaginario y derivaremos dos generalizaciones del criterio de Hermite-Biehler,
desarrollando primero un procedimiento para determinar el cambio de fase acumulada
neta de un polinomio. Recordemos primero que para cualquier w, el angulo fase de
p*(jw), es dado por

f(w) = arctan o)

p(w)

Por lo tanto, la razén de cambio de fase con respecto a la variable dada w, esta dada
por

df(w) _ 1 ¢ (w)p(w) = p'(w)a(w)
dw 1+ ¢*(w)/p*(w) P (w)
¢ (Wp(w) = p'(w)g(w)
(4 =T @) PW)

Si p(w) y g(w) son conocidas para toda w, podemos integrar (14), para obtener la
fase acumulada neta. Sin embargo, para calcular la acumulacién neta de la fase, para
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todo w, no es necesario conocer en forma precisa la razéon de cambio de fase en cada
w. Esto es porque cada vez que la grafica polar p*(jw) hace una transicién del eje real
al eje imaginario o viceversa, puede haber a lo méds un cambio de fase neto de +7/2
radianes. El signo real del cambio de fase puede ser determinado examinando (14),
en el cruce del eje real ¢ imaginario de la grafica de p*(jw). Ya que en el cruce del
eje real ¢ imaginario, uno de los dos términos en el numerador de (14) se anula, y el
denominador es siempre positivo, la determinacion efectiva del signo cambio de fase
es alin mas simple.

Ahora, para cualquier polinomio p*(z) de grado mayor 6 igual que uno, la parte real
6 imaginaria 6 ambas de p*(jw), llega a ser infinitamente grande cuando w — + co.
Sin embargo, si deseamos contar la acumulacién de fase total en multiplos enteros
del cruzamiento de ejes, es imprescindible que la grafica se aproxime al eje real o
imaginario, cuando w — + oo. Para lograr esto, podemos normalizar la grafica de
p*(2), escalandola con 1/ f(w), donde f(w) = (1 +w?)™/2. Ya que f(w) no tiene raices
reales, este escalamiento asegurara que la gréfica normalizada p} (jw) = py(w)+jgs (w),
realmente intersecta el eje real o imaginario en + oo, mientras que al mismo tiempo,
deja sin cambios los valores w finitos en los cuales p*(jw) intersecta el eje real e
imaginario. @) @)

* (o . p\w . g\w
py(jw) = pr(w) +jqr(w) @ ey

El siguiente desarrollo en esta seccién hace uso de la grafica normalizada, para la
determinacién del cambio de fase neto acumulado, cuando w varia de 0 a oo.

Como en la subseccién 4.4, consideremos un polinomio p*(jw) de grado n

p*(Z) = Po +P12+p222+"'+pn2n7 Di ER7 7;:0717"'5717 Dn 7&07
tal que, p*(jw) # 0, Yw € (—00, +00).
Sean p(w), ¢(w), ps(w), ¢ (w), ya definidas y sean
O=wy<wi <ws <+ < Wmp_1

los ceros finitos, reales, distintos y no negativos de ¢f(w) con multiplicidad impar.!
También definamos w,,, = +oo.
Entonces podemos hacer las siguientes observaciones:

(1) Siwj, wit1 son ambos ceros de gy(w) entonces:

(15) Ag(0) = g [sgn[ps(wi)] — sgn[ps(wit1)] - sgngy(w;")].

(2) Siw; es un cero de gr(w), mientras que w;11 = 400 no es un cero de gs(w) y
wit+1 es un cero de py(w), ademds de que n impar, entonces:

(16) Az (8) = Fsgulps ()] - senfay (@] )],
(3) Parai=0,1,2,...,m — 2.
(17) sgnlas (wiyy)] = —sgnlag (w;)]-

La ecuacién (15) es obvia, mientras que la ecuacién (17) simplemente establece que

¢f(w) cambia de signo cuando este pasa a través de un cero de multiplicidad impar.

La ecuacién (16), por otro lado, puede ser directamente trazada de la ec. (14).
Usando (17) repetidamente, obtenemos:

(18) sgnlgs(w;)] = (=)™ sgngp(wy, 1) i = 0,1,...,m — 1.

Sustituyendo (18) en (15), vemos que si w;, w;4+1 son ambos ceros de gs(w), entonces
; m m—1—1

(19)  AZ(0) = 5 [senlps(wi)] = senlpy(wip)]] - (=1 - senlgg(wy, 1))

Las observaciones anteriores nos permiten formular y demostrar el teorema siguiente
acerca de o(p*).

ILa funcién g (w), no cambia de signo mientras pasa a través de un cero real de multiplicidad
par, ya que tales ceros pueden saltarse mientras se cuenta la fase de acumulacién neta.
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TEOREMA 16. Sea p*(z) wun polinomio real de grado n, sin raices en el eje
imaginario, i.e., la grdfica normalizada p?(jw) no pasa a través del origen. Sean
0=wy <w) <wy < -+ < wm1 los ceros finitos, reales, distintos y no negativos de
qr(w) con multiplicidad impar. También definamos w,, = co. Entonces

{sgn[ps(wo)] — 2 sgulpy(wi)] + 2 sgnlpy(w2)] + - + (=1)™~*
x2 sgn[py(wm—1)] + (=1)"sgn[ps (wm)]} - (1)
o(p*) = xsgn[g(oo)]  si n es par,
{sen[ps(wo)] — 2 sgnlpy(w1)] + 2 sgnfpy(w)] + -+ + (=1)™
x2 sgnpr(wm—1)]} - (—1)™ 'sgn[g(c0)]  si n es impar.

(20)

Ver [2] para una demostracion.
Ahora damos el resultado andlogo al Teorema 16, usando los valores de las variables
donde p}(jw) cruza el eje imaginario, sean

O<w <wsg <+ < Wm—1

los ceros finitos, reales, distintos y no negativos de ps(w) con multiplicidad impar.
También definamos w,, = ooy wg = 0.

TEOREMA 17. Sea p*(z) un polinomio real de grado m, sin raices en el eje imag-
inario, i.e., la grdfica normalizada p;(jw), no pasa a través del origen. Sean
0 < wp < wy < -+ < wy—1 los ceros finitos, reales, distintos y no negativos de
prlw) con multiplicidad impar. También definimos w,, = co. Entonces

—{2 sgnlgr(wr)] - 2 sgngp(wo)] + - - + (1) 2
X2 sgn(qf(wm—1)]} - (—1)"sgn[p(co)]  si n es par,

7=\ (2 semlap ()] - 2 sgnlgg )] o+ (—1)7
x2 sgn(qy(wm—1)] + (=1)™ sgnlgs (wm)]} - (-1)™
xsgn[p(oo)]  si n es impar.

(21)
Ver [2] para una demostracion.

Observacion 2. Los Teoremas 16 y 17, esencialmente generalizan el Lema 13, partes
(if) y (iii) para polinomios no necesariamente Hurwitz. Es en este sentido que los
Teoremas 16 y 17 son generalizaciones del Criterio de Hermite-Biehler.

4.6. El Criterio de Hermite-Biehler generalizado: Ninguna raiz en el origen.
En esta subseccién extenderemos los Teoremas 16 y 17, ahora p*(z) puede tener raices
imaginarias distintas de cero. Los Teoremas 18 y 19 muestran que las expresiones en
las afirmaciones de los Teoremas 16 y 17 son todavia validas para este caso.

TEOREMA 18. Sea p*(z) un polinomio real de grado n, sin raices en el origen. Sean
0=wy) <w; <wsy <+ < w1 los ceros finitos, reales, distintos y no negativos de
qf(w) con multiplicidad impar. También definamos w,, = co. Entonces

{sgnps(wo)] — 2 sgnlps(wi)] + 2 sgn[py(wa)] + - -+ + (=1)™ 7}
x2 sgn[pf (Wm-1)] + (—1)"sgn[pys (wm)]} - (1)
xsgn[q(c0)]  si m es par,

{sgnlps(wo)] — 2 sgnlpys(w1)] + 2 sgn[ps(wz)] + -+ + (=1)™
x2 sgn[pf(wm—1)]} - (—1)™ 'sgn[g(cc)]  si n es impar.

Ver [2] para una demostracién.

A continuacién presentamos el resultado andlogo al Teorema 18, concerniente a pf(w).
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TEOREMA 19. Sea p*(z) un polinomio real de grado n, sin raices en el origen. Sean
0<wi <wsy < -+ <wnm_1 los ceros finitos, reales, distintos y no negativos de py(w),
con multiplicidad impar. También definimos w,, = co. Entonces

—{2 sgnlgs(w1)] — 2 sgngr(w2)] + -+ (1)
x2sgn(qg(wm—1)]} (=1)™
xsgn[p(co)]  si n es par,

—{2sgnfqs (w1)] — 2 sgngs(wa)] + -+ + (-1)" 2
x2 sgn(qs (wm—1)] + (=1)™ " sgn[qy (wm)]} - (=1)™
xsgn[p(co)]  si n es impar.

(23)
Ver [2] para una demostracién.

4.7. El Criterio de Hermite-Biehler generalizado: Ninguna restriccién en
la localizacion de raices. En esta subseccién proporcionamos un refinamiento del
Teorema 18, donde la presencia de raices de p*(z) en el origen se puede admitir.

TEOREMA 20. Sea p*(z) un polinomio real de grado n, con una raiz en el origen
de multiplicidad k. Sean 0 < wy < wg < +++ < wp,_1 los ceros finitos, reales, distintos,
positivos de qf(w) con multiplicidad impar. También definimos wy = 0, wy,, = 00 y

k

denotamos p*) (wy) = [P(W)]|w=w, - Entonces

dwh

{sgn[p™ (wo)] — 2 sgnlps(w1)] + 2 sgnlpy(wa)] + - + (=)™
2 sgn[pg (wm-—1)] + (=1)™ sgn[pg (wm)]} - (1)1
xsgn[g(oco)]  si n es par,

a(p’) =
{sgnlp™ (wo)] — 2 sgnlpy(wi)] + 2 sgnlps(wa)] + - - + (=)™
x2 sgnlps(wm-1)]} - (=1)™ 7
xsgn[g(oo)]  si n es impar.
(24)

Ver [2] para una demostracién.

Utilizaremos el Teorema 20 en el siguiente ejemplo, para obtener informacién acerca
de la distribucion de las raices de un polinomio, en el plano.

Ejemplo 5. Consideremos el polinomio
p*(2) =22+ D)z - 1D)(z—2)(z = 3) (22 + 2z +1).
Sustituyendo z = jw, tenemos que p*(jw) = p(w) + jg(w), donde
p(w) = 5w — 2108 4+ 10w’ — 24w?

' q(w) = —w' + 10w — 2907 + 205,

Los ceros reales, finitos positivos de gf(w), con multiplicidad impar, son w; = 1,
wy = 2y w3 = /5, también definimos wy = 0. Por lo tanto, sgn[p® (wg)] = —1,
sgulps(wi)] = —1, sgnps(w2)] = 0, sgn[ps(ws)] = 1, ademds, sgn[g(oco)] = —1. Ya

que p*(z) es de grado impar y con una raiz en el origen de multiplicidad 4, de la
férmula (24), se tiene que
a(p™) = {senlp™ (wo)] — 2 sgnlpy(w1)] + 2 sgnps (w2)]
— 2 sgnfpy(ws)]} - (—1)’sgnlg(c0)]
= {(-1) —2(-1) +2(0) - 2(1)}(-1)*(-1) = ~1.
De la factorizacién de p*(z), observamos que el polinomio tiene tres raices reales y dos
raices con parte real negativa, ademds, como o(p*) =1 — r, el Teorema 20 se cumple.
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron generalizaciones de los teoremas cldsicos de estabi-
lidad: el Criterio de Routh-Hurwitz, el Enfoque de Routh y el Teorema de Hermite-
Biehler. Estos teoremas clasicos son utilizados para saber si un polinomio tiene todas
sus raices con parte real negativa, es decir, se utilizan para decidir si un polinomio es
Hurwitz o no. La justificacion de estudiar generalizaciones de tales teoremas es que en
algunos problemas se requiere decidir si un polinomio tiene una propiedad diferente,
que no es la propiedad de ser polinomio Hurwitz. En particular, muchas veces se
requiere saber si un polinomio es semi-estable (esta clase de polinomios también son
conocidos como semiHurwitz).
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ENTREVISTA REALIZADA AL DR. ERNESTO LACOMBA
ZAMORA

ANA IRENE TOVAR EHLERS

Ficura 1. De derecha a izquierda: Dr. Ernesto Lacomba Zamora,
Dr. Gareth Roberts, Dr. Ernesto Pérez Chavela.

Ernesto: ten la seguridad de que cada ensenanza que nos legaste la hemos
de seguir compartiendo con nuestros alumnos, fortaleciendo la escuela que
tu creaste.

Ernesto Pérez Chavela

Realizar esta entrevista fue dificil, ya que tratar de capturar la esencia del Dr.
Ernesto Lacomba en un par de lineas no es tarea facil. La primera, de muchas clases
que tomé con €l, fue Ecuaciones Diferenciales Parciales, todos decian que era una
clase complicada, sin embargo cuando €l llegd al salon solo vi a una persona sencilla,
humilde y cdlida que nos presento de una manera inesperada el temario del curso y
mds aun lo hizo sumamente ameno. Durante estos y los siguientes cursos que tomé con
él, todo el tiempo sdlo vi amabilidad, tranquilidad, humildad y sencillez por su parte.
Innumerables son los cursos que impartio e innumerables los alumnos que pasamos
por sus manos, de todos los niveles, siempre amable y disponible para nuestras dudas.
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Lamentablemente el Dr. Ernesto Lacomba fallecio el pasado 26 de junio del 2012,
pero jamdas perdio la energia, la determinacion y la entrega con sus alumnos, con sus
colegas, con sus amigos y con su institucion. Esta sdlo es una forma de recordar a un
excelente maestro, amigo, y colega; aunque sabemos que la mejor manera de honrar
su memoria es predicando sus ensenanzas.

Hasta luego Maestro, buen viaje.

El Dr. Ernesto Lacomba Zamora nacié en México, Distrito Federal, el 2
de diciembre de 1945. Desde pequeno mostré interés en las matematicas. Su
formacioén inicial fue en el Instituto Politécnico Nacional (IPN), ingresando
en 1966 a la Carrera de Ingenieria en Comunicaciones y Electrénica, mas
tarde en 1968, ingresé a la carrera de Fisica y Matematicas. ;Cémo ingresa
usted a la licenciatura en Fisica y Matematicas?

Al terminar la vocacional, ingresé al IPN, soy totalmente egresado del IPN, excep-
to por el posgrado, que lo cursé en Estados Unidos. Cuando terminé la vocacional,
ingresé a la carrera de Ingenierfa en Comunicaciones y Electrénica, porque no estédba-
mos bien informados que existiera la carrera de Fisico- Matematicas, en ese momento
tenfa 3 anos de existencia, era muy nueva. Entré a Zacatenco y después de un ano me
enteré de esta carrera y decidi inscribirme a matematicas a partir del segundo ano,
cada carrera era de 4 anos asi que cursé de manera simultanea, 3 anos las dos carreras.

Sabemos que estudié el Doctorado en Matematicas en la Universidad
de California, Berkeley, siendo alumno de Stephen Smale con el trabajo
Relative Equilibria and Bifurcation Sets for Geodesics on Homogeneous
Spaces ;Como eligié esta area de investigacién?

Mi tesis de licenciatura en matematicas fue sobre teoria de control y estuve dos afios
trabajando en el Instituto Mexicano del Petréleo, ahi tenfamos un seminario sobre
teorfa de control. Si hubiese encontrado algo de esto en Berkeley mi trabajo hubiera
sido en teoria de control, pero cuando llegué alld, habia seminarios, asisti a ellos para
ver en qué me interesaba, pero después vino Smale, que habia estado de sabético y
ofrecié un curso que se llamaba “Geometria y Mecanica” relacionado con los articulos
que acababa de escribir sobre sistemas mecanicos con simetria e incluye mecanica
celeste en cuerpos rigidos. Entonces tomé un curso de tépicos, introductorio, que lleva
un poco del material de esos articulos y luego hablé con él para saber si queria dirigir
mi tesis, mi interés principal era mecanica celeste. Platicando con Smale me dijo -Muy
bien, vamos a ver cudl es el problema para tu trabajo- y yo le pregunté -; Qué pasa con
sistemas mecdnicos con simetria cuando la accién es transitiva? (es decir cuando el
espacio es un espacio homogéneo en un grupo de Lie)- y le pregunté también -; Cémo
son los conjuntos de bifurcacién y los conjuntos singulares?-. Smale me contest6 -Ese
es un buen problema, me parece que ese va a ser tu problema de tesis-. Y de ahi me
segui por esa linea y me gustd, aunque tuve que investigar mucho més, en cosas de
geometria diferencial, grupos de Lie y espacios homogéneos, de lo que yo sabia, pero
la idea fue siempre regresar a mecédnica celeste. En 1972 terminé mi tesis y dos afos
después, en 1975, publiqué mi primer articulo sobre mecéanica celeste.

. Como es que se decide a trabajar con el Dr. Smale?

Habia escuchado sobre él, porque era muy famoso en esa época, yo habia ido a
Berkeley con otro matematico, egresado de la Facultad de Ciencias de la UNAM,
Alejandro Lépez Yanez, él fue quien me convencié que me fuera més pronto a estudiar
el doctorado de lo que yo pensaba, pues en 1968 era el movimiento estudiantil, y
habia muchos problemas en el ambiente, y nada mas estaba uno platicando sobre lo
que ocurria, y preocupandose, él me comentd que ya habia sido aceptado en Berkeley
y me sugiri solicitar ingreso. Como ya no era tan facil estudiar aqui, e incluso el
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curso de maestria que tomé en el CINVESTAV se interrumpié por todos los conflictos
estudiantiles. Estaba inscrito en dos cursos y asisti a uno de oyente, presenté trabajos,
hice exdmenes y todo y nunca me calificaron; entonces decidi irme. A finales de 1968
me fui a Berkeley, al doctorado directo, como el que ahora hay aqui en México, yo
entré sélo con la licenciatura, se consideraba, no se si siga siendo asi en Berkeley, que
sélo si alguien no podia seguir adelante entonces se le daba la ocasiéon de presentar
una maestria con un examen, o presentando una tesis, pero normalmente entraba uno
al doctorado, esa era la idea.

Inicialmente traté de hacer una maestria en México?

Si, aqui en el CINVESTAV me inscribi a la maestria en matemadticas. Y también
mi companero, él habia pensado, desde hace tiempo, que queria trabajar con Smale.
Me convencié y me dijo que seguramente me gustarian sus cursos y efectivamente
tuvo razén. Aunque a veces era dificil seguirle, porque él trabajaba a un nivel muy
alto, incluso cuando uno le preguntaba cosas, a veces pedia disculpas por no recordar
las referencias, eran cosas que él consideraba mas bien elementales y uno tenia que
buscar por otro lado. Si era importante su guia porque a veces decia cosas interesantes
como cuando me preocupaba por hacer cédlculos de algo y yo decia -jestd saliendo
muy complicado! no sé qué pasa-, Smale me respondia -precisamente eso hace que
las matemadticas sean mads interesantes, si fuera algo muy simple entonces no tendria
mucho chiste-.

.Berkeley fue la tinica universidad a la que solicité ingreso?

Solicité ingreso en tres universidades distintas, una era la Universidad de Maryland,
que tenia gente de control y ecuaciones diferenciales, la segunda fue Berkeley, y otra
que no me acuerdo cudl era, entonces yo estaba esperando que me contestaran de las
tres, pero decidi ir a Berkeley, era una de mis posibilidades, pero no me habia decidido
todavia por alguna.

Actualmente es profesor titular C en el Departamento de Matemati-
cas de la Universidad Auténoma Metropolitana Unidad Iztapalapa, siendo
también fundador de esta Institucion. ;Cémo empezd su carrera académi-
ca?

Al regresar de Berkeley mi esposa y yo teniamos ganas de ir al cono sur. Asi que
trate de ver si podia ir a Argentina o a Brasil, fue ahi cuando concursé para un
posdoctorado que se llamaba, y creo que ya no existen, Latin American Teaching
Fellowship en la Universidad de Tast en Boston; hice mi solicitud, me entrevistaron y
finalmente me aprobaron. Me comentaron que iria a Brasilia porque era la universidad
que estaba interesada en alguien como yo. Ahi estuve poco menos de un ano, de hecho
alld me lleg6 jpor correo! el diploma del doctorado. Yo habia impartido clases en la
Escuela Superior de Fisica y Matematicas en el IPN. Durante mi estancia en Berkeley
imparti 2 anos una ayudantia para recibir una ayuda extra. Cuando llegué a Brasilia
fui directamente a dar clase, ahi lo interesante fue el idioma, ellos hablan portugués y el
primer semestre me toco un grupo de alumnos de maestria con un curso introductorio
de analisis, como eran de maestria, podia yo hablar en espanol, después de ese semestre
vino un curso de verano de dos meses, del verano de alld, que es enero y febrero, y
ahi si di el curso en “portunol”, tratando de hablar una mezcla de ambas cosas.

.Hablaba un poco de Portugués?

No, un poco, porque habia leido libros de Lima, que vienen de Brasil, pero fuera de
eso, no sabia mucho. Ese curso era muy grande, tenfa 120 estudiantes, aunque tenia dos
ayudantes, pero era un curso intensivo, pues era de verano. A veces mientras visitaba el
centro de Brasil, veia alumnos por todos lados, pero fue muy interesante y los alumnos



56 ANA I. TOVAR

quedaron muy contentos a pesar de que yo estaba iniciAndome en “portunol”. Estuve
un ciclo escolar y después un semestre impartiendo un curso de licenciatura, aunque
este ultimo fue més facil porque ya llevaba un poco méas de practica en “portuiiol”.

.Y después de estar en Brasil regresé a México?

Si, de hecho, de Brasilia comencé a escribir a un par de instituciones, creo que una
de ellas era el Instituto de Matematicas y otro era el IMAS. Mi companero Alejandro
Lépez Yanez habia regresado al IIMAS, él se regresé un poco antes de terminar su
doctorado, entonces le costé més trabajo, estaba en el IIMAS y me dijo - jVente! tengo
un seminario con alumnos sobre mecdanica celeste- y finalmente solicité en el IIMAS y
ahi fue a donde entré cuando vine a México.

Ademas de ser profesor titular en el Departamento de Matematicas es
fundador y miembro del area Ecuaciones Diferenciales y Geometria. ; Cé6mo
se incorporé6 a la UAM?

Todavia no existia la UAM, eso fue en agosto de 1973, de hecho, se decretd la
creacién de la UAM hasta enero de 1974 pero yo me enteré hasta poco después. Habia
varios profesores, sobre todo el Dr. Alberto Luis Moncayo, que en paz descanse, fue
el primer jefe de departamento; y trabajaba en el IIMAS, entonces como me conocia
junto con otro par de profesores nos dijo -jtienen que venirse conmigo! pues estoy
creando un departamento de matemaéticas ahi en la UAM-. Como el ambiente, en el
pequetio departamento del IIMAS no era tan propicio, me parecié interesante entrar
a la UAM y crear nuevos planes de estudio y decidi aceptar. Fui el primer miembro,
oficialmente, del departamento, después del jefe de departamento. De hecho, cuando
comenzamos nos reuniamos en unas oficinas de Insurgentes, por San Angel, no habia
nada construido, luego nos empezaron a traer aqui para ver cémo comenzaban a cons-
truir los edificios y ya unos meses después nos mudamos a un edificio pequeno donde
estaba toda la division de Ciencias Béasicas e Ingenieria.

;Cuanto tiempo pasé antes de que en la UAM se iniciaran las clases?

Creo que el Dr. Moncayo comenz6 a hablar con nosotros en mayo, yo entré,
oficialmente, a partir del 1 de junio de 1974 y la UAM comenz6 a impartir clases
como el 20 de septiembre de ese ano, con algunos pequenos edificios de aulas que
ya tenian para ese momento, como eran alumnos de primer ingreso de licenciatura
iniciamos con cursos de calculo. Por cierto algunos de esos primeros cursos no fueron
tan agradables de dar, porque como era de nueva creacién la UAM habia gente de
un nivel muy heterogéneo, venian por ejemplo gente de la Normal Superior que los
habian admitido y crefan que ellos podian, pero la preparaciéon que tenian no era
tan buena, o también gente que no habia podido con otras carreras y venia con la
idea de creo que aqui si puedo, y al principio imparti clases en la tarde que era mas
complicado, porque era gente que trabajaba, entonces hubo cursos en que los alumnos
no respondian mucho, pero més adelante ya comenzé a cambiar la situacién.

Ademas de trabajar en la UAM ha sido Profesor e investigador en la
Universidad Federal de Brasilia, Brasil; en el Instituto de Investigacién en
Matematicas Aplicadas y Sistemas de la UNAM vy en la Escuela Superior
de Fisica y Matematicas del IPN y ha sido profesor invitado en el Institut
des Hautes Etudes Scientifiques de Paris y en la Universidad de Paris, en el
Eidgenossische Technische Hochschule (Colegio Técnico Federal) de Zurich,
Suiza; en el Centre de Recerca Matematica, en Cataluna; en el Consejo
Superior de Investigaciones Cientificas, en Espana y en la Universidad de
California, seguramente esto le ha permitido tener un panorama bastante
amplio de lo que es el desarrollo matematico, lo que me lleva a preguntarle,
;cudl es su opinién sobre el desarrollo de la matematica en México?
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La veo muy bien, pues considero que actualmente se han consolidado muchos
grupos de investigacién en distintas instituciones, tanto la UAM, como la UNAM,
el CINVESTAV, y otros lugares también en provincia y se cultivan muchas de las
areas de investigaciéon que hay en matematicas y a un nivel muy bueno, digamos a
nivel internacional, considero que en este momento estd muy desarrollada.

{Como visualiza el futuro de la matematica en México?

Yo creo que también hay un problema de saturacién, yo creo que va a llegar un
momento en que mas o menos se va a estabilizar. No es una carrera totalmente
saturada, pero yo creo que estd muy cerca de la saturacion, hay otras carreras que ya
estan saturadas hace tiempo, ingenieria por ejemplo, y sobre todo, ciertas areas de la
ingenieria, pero matematicas yo creo que en algiin momento va a saturarse.

({Considera que el apoyo que se da a la investigaciéon es suficiente?

Yo creo que no es suficiente, sobre todo en los tltimos afios, que por razones
econémicas CONACYT y otros organismos han estado recortando el presupuesto,
el mismo presupuesto de las universidades ha disminuido. Yo creo que si deberia darse
mas énfasis en la educacién y la investigacion de lo que se estd dando, todavia hace
falta, porque creo que los politicos ain no reconocen que también la investigacién
es importante para desarrollar tecnologia, como pasa en paises desarrollados, ellos
si conocen esa influencia.

Dentro de los trabajos que usted ha realizado confluyen varias areas de
la fisica y de las matematicas, entre ellas la de los sistemas hamiltonianos y
la de la geometria simpléctica y entre sus lineas de estudio se encuentran la
mecénica celeste, contribuyendo en el estudio de singularidades (colisiones
y escapes) en los problemas de n cuerpos con simetrias, asi como en
las propiedades de sistemas mecanicos homogéneos. ;Son éstos, todavia,
problemas que se puedan tratar durante un posgrado?

Por el lado de geometria simpléctica he hecho aplicaciones a circuitos eléctricos y
también he hecho aplicaciones a termodindmica de geometria simpléctica y geometria
de contacto que estd muy relacionada. En principio si pueden estudiarse durante un
posgrado, aunque ya no estoy tan involucrado en eso, aunque a nivel de maestria
podria dirigir a alguien, a nivel doctorado tendria que pensarlo porque como estoy
mads metido con el lado de sistemas mecanicos cldsicos y mecéanica celeste, movimiento
de vortices y fuentes en fluidos en dos dimensiones y ese tipo de cosas.

(Cudles son los proyectos que puede un alumno desarrollar bajo su
tutoria?

En mecénica celeste, la posibilidad de caos o tratar de describir globalmente lo
mas posible las soluciones. Por supuesto ahi estamos suponiendo que la dimensién del
espacio fase no es tan alta para que se pueda hacer. Estudiar también colisiones, para
lo cual hay que aplicar también un método que se llama explosién de singularidades
que esencialmente viene de la geometria algebraica, nada mas que aqui lo aplicamos a
nivel de energia, tomamos la ecuacion de energia y hacemos una explosién, pero luego
para que las ecuaciones de movimiento tampoco tengan singularidades hay que hacer
un cambio en la escala de tiempo.

Usted ha visto muchas generaciones de alumnos egresar de diferentes
instituciones, sin embargo todos hemos requerido de una guia mientras
realizamos nuestros estudios. ;Cudl cree usted que es el mejor momento,
y la mejor forma para tomar un alumno y guiarlo académicamente?
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La mejor manera es por medio de seminarios, normalmente yo no lo hago, pero hay
colegas, incluso en mi area que dan seminarios para interesar a alumnos en mecanica
celeste, entonces los van llevando de la mano y encaminando. Yo en el pasado, en
la época en que no habia gente que estuviera en mi area, promovi seminarios, para
profesores, en que también podian entrar alumnos, entonces mucho tiempo tuvimos
un seminario de mecéanica celeste que después se convirtié en seminario del drea de
ecuaciones diferenciales y geometria; y que sigue actualmente funcionando, yo creo
que la forma més adecuada es mediante seminarios y hacer que los alumnos discutan
con uno cuando tienen inquietudes.

Actualmente es miembro del Sistema Nacional de Investigadores de nivel
ITI. Entre sus distinciones, cuenta con Mencién Honorifica del Premio de
Investigacién Noriega Morales (Ciencias Exactas) de la Organizacién de
Estados Americanos en 1985, Premio de Investigacién en Ciencias Basicas
e Ingenieria 1987 por la Universidad Auténoma Metropolitana. Ha recibido
la presea “Lazaro Cardenas”, otorgada por el Instituto Politécnico Nacional
a sus egresados distinguidos en 1993, Premio de Investigacion al area
de Ecuaciones Diferenciales y Geometria, en 1995, por la Universidad
Auténoma Metropolitana y el premio Ciudad Capital que lleva el nombre
de “Silvia Torres Castilleja” en la categoria de Ciencias Basicas por el
Instituto de Ciencia y Tecnologia del Distrito Federal, en 2007, sé que
estos premios no han sido gratis y que ha trabajado duro para conseguir
cada uno de estos galardones. ;Cudl considera usted que ha sido la cualidad
que le ha llevado a ganar estas distinciones?

Posiblemente, trabajar en forma consistente aunque eso no quiere decir ser “wor-
kaholic”El, ahora que estuve enfermo me di cuenta que uno también tiene que des-
cansar y no aceptar muchas comisiones extra y eso que luego te dan. Como cuando
CONACYT lo llama a uno para hacer evaluaciones o para pertenecer a algunas comi-
siones y cosas asi, todo esto le resta a uno tiempo y hay que saber aceptar algunas,
pero decir que no a otras. En primer lugar, trabajar mucho pero hasta cierto limite,
porque la salud lo puede resentir, y ser amistoso con los alumnos y con todos los com-
paneros, también eso es muy importante, cultivar colaboradores y gente que esté en el
mismo campo con quien se pueda discutir tanto aqui como en el extranjero. Y tener
una visién de que uno quiere formar un grupo o algo similar. Tal vez yo no lo tenia
tan claro, pero en algiin momento sentia que me gustaria formar un grupo y yo creo
que eso también fue importante.

. Estos premios le significan algiin compromiso con la sociedad y no sélo
me refiero al ambito académico?

Bueno, una cosa que es de preocuparse en este momento en México es el nivel de
matematicas entre primaria y preparatoria, estd bastante bajo como lo han mostrado
estudios que han hecho a alumnos de distintos paises, entonces yo creo que ese es un
problema que hay que afrontar y con ejemplos como el mio o como la gente que se
destaca puede uno tratar de influir en ese aspecto.

Una forma de inculcar a los chicos el interés por la matematica es hacien-
do difusiéon de los logros y de los descubrimientos, en términos generales,
haciendo divulgacién. ;Ha impartido conferencias de divulgacion?

INota de la autora: La palabra es, en si, una composicién de las palabras trabajo y alcohdlico.
De acuerdo con William Safire, el término fue acunado por Wayne Oates en 1968. Este término
hace referencia a comportamientos de adiccién al trabajo y fue ganando popularidad en los afios
90’s. [Wayne E. Oates, On Being a “Workaholic” (A Serious Jest), Pastoral Psychology 19 (October
1968), pages 16-20.]
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Si, tltimamente no, pero cuando me lo han solicitado las he impartido, y de hecho
en el programa “Domingos en la Ciencia” y en “Lunes en la Ciencia” he dado charlas,
a veces cuando me piden hablar en seminarios para alumnos, en el CINVESTAV y en
el ITAM he ido algunas veces, no ocurre tan frecuente, pero en una ocasiéon mi sobrina
me pidi6 que fuera a dar una charla a una preparatoria, los alumnos querian una
orientacién, entonces fui a darles una charla de divulgacién para que supieran de qué se
tratan las matematicas, dltimamente me solicitaron una charla en el UNIVERSUM
por parte de la Academia Mexicana de Ciencias, pero la tuve que posponer, primero
se pospuso por la influenza, y luego por informacién cruzada, asi que hasta el ano
préximo que tenga tiempo de prepararles algo méas al dia y con calma, pero si he
estado siempre interesado en eso, incluso he tenido también alumnos del programa de
verano de investigacién cientifica.

Recientemente se realizé6 el VI INTERNATIONAL SYMPOSIUM
HAMSYS-2010, en su honor, por su 65 Aniversario, eso es algo que se suele
hacer para demostrar la admiraciéon hacia un Investigador, usted ya sabe
que nosotros lo admiramos, sin embargo nos gustaria saber usted, ;a quién
admira?

;Quién es mi matematico favorito? No sé si haya uno solo, pero puede ser que
hayan dos esencialmente, el primero el Dr. Smale, con quien ya no he tenido contacto,
sobre todo porque el trabaja en otras cosas, él estd tan lleno de ideas y por eso
cambia rapidamente de campo. El segundo que considero importante y ademaés es
muy bromista es el Dr. Don Saari, estuvo en la celebracién de HAMSYS, es alguien
muy activo que trabaja en esto y también en otras cosas que tienen que ver con
economia y con votaciones.

Para las nuevas generaciones, jtiene algiin consejo que le gustaria com-
partir?

Se tienen que esmerar en sus cursos, y posiblemente lo que alguna vez, si tienen
problemas, dirigirse hacia la meditacién o algo que les permita entrar en contacto con
su interior y que puedan resolverlo y no les estorbe para sus estudios. Yo empecé a
meditar hace cuarenta anos desde 1970. El tipo de meditacién que practicamos
actualmente es el Siddha Yoga, sin embargo, para los métodos y algunas de las terapias
de sanacién que estuve siguiendo en los tltimos anos hay dos que tienen que ver con
meditacién. En general la medicina alternativa tiene muchas ventajas con respecto a
la medicina tradicional, por supuesto que en casos de crisis hay que ir al hospital, a mi
me ocurrié hace cuatro anos, pero para curar a uno, principalmente de enfermedades
graves como cancer o diabetes o muchas enfermedades la medicina alterna es la que
funciona.

Muchas gracias por su tiempo, me gustaria saber si desea agregar algiin
otro comentario.

Lo que me gustaria agregar es que dentro del grupo de investigacion que he
formado, los investigadores m&s importantes son Ernesto Pérez Chavela y Joaquin
Delgado Fernandez ellos en el SNI son nivel III y IT respectivamente. Y sobre la parte
académica lo que mas me gusta de trabajar aqui en la UAM-I es que en principio uno
puede dar clase y dirigir alumnos en investigacién a todos los niveles, desde el tronco
general, en Ciencias Bioldgicas y de la Salud, en Ciencias Basicas e Ingenieria, Ciencias
Sociales y Humanidades y cursos de licenciatura que pueden ser del tronco comun
donde pueden entrar también fisicos e ingenieros, cursos de licenciatura propiamente
para matematicos, luego cursos de maestria y dirigir alumnos de investigacién en el
doctorado, es decir, podemos cubrir todos los rangos posibles de ensenanza.

Universidad Auténoma Metropolitana 13 de diciembre 2011.
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