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UNA NOTA ACERCA DE LAS ASR-GRAFICAS

GABRIELA JUAN  JOAQUIN TEY

RESUMEN. Sea G una gréfica simple y conexa. Denotaremos con G — e (Ge) la
gréfica que resulta de eliminar (subdividir) la arista e de G. Como es usual, v(G)
denota al nimero de dominacién de G. G es una ASR-grafica si v(G —e) # v(Ge)
para toda arista e de G. Con respecto a las ASR-gréficas, en este trabajo daremos
una caracterizacion, cotas para su tamafio minimo y una cota superior justa para
su nimero de dominacién.

1. INTRODUCCION

Sea G una gréfica simple y conexa. Denotaremos con V(G) al conjunto de vértices
de Gy con E(G) al conjunto de aristas de G. Las cardinalidades de V(G) y E(G) seran
el orden y el tamarno de G, respectivamente. Para X C V(G), G[X] es la subgrafica
inducida por X en G.

Dadas dos graficas G y H sin vértices en comun, la suma G + H es la grafica con
conjunto de vértices V (G) UV (H) y conjunto de aristas

EGUEH)U{w:ueV(G) yveV(H)}

Dado v € V(G), su vecindad abierta es N(v) = {u € V(G) : wv € E(G)}, su
grado es |N(v)| y su vecindad cerrada es N[v] = N(v) U {v}. La vecindad cerrada de

X CV(G)es N X] = U Niz]. Dados D C V(G) y v € D, la vecindad privada
reX
externa de v con respecto a D es el conjunto EPN (v, D) = N(v) — N[D — {v}] (del

inglés External Private Neighborhood).

Diremos que D C V(G) es un conjunto dominante de G si N[D] = V(G) y
escribiremos D >~ G. La cardinalidad minima de un conjunto dominante es el numero
de dominacion, v(G), de G. Un conjunto dominante de cardinalidad minima es un
~-conjunto de G. Denotaremos con I'(G) al conjunto de todos los y-conjuntos de G.

Sean e € E(G) y D € T'(G); si |en D| = 1, entonces con eN D denotaremos al
extremo de e que no estd contenido en D.

Para una arista e = uv de GG, consideraremos las siguientes modificaciones de G.

1. Eliminar la arista e: eliminamos e de Gy obtenemos una nueva grafica, G — e.
2. Subdividir la arista e: eliminamos e, agregamos un nuevo vértice w y dos nuevas
aristas: uw y wv. A la nueva grafica la denotaremos con G..

Definicién 1 ([3], [5]). Sea G una gréfica. Entonces

1. G es una DRS-grdfica (del inglés Domination Remotion Stable) si para toda
e € E(G) se tiene que v(G — e) = v(G).

2. G es una DSS-grifica (del inglés Domination Subdivision Stable) si para toda
e € E(G) se tiene que v(Ge) = v(G).

3. G es una DSNS-grdfica (del inglés Domination Subdivision Non-Stable) si para
toda e € E(G) se tiene que v(G.) # v(G).

4. G es una SR-grdfica (del inglés Subdivision Remotion) si para toda e € E(G)
se tiene que 7(G — e) = v(G.).

5. G es una ASR-grdfica (del inglés Anti-Subdivision Remotion) si para toda
e € E(G) se tiene que v(G —e) # v(G.).

Palabras clave. Nimero de dominacién, eliminacién y subdivisién de aristas, AS R-gréfica.

7
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Las definiciones béasicas omitidas aqui se pueden encontrar en [6].

Para e € E(G), las relaciones entre v(G) y v(G — ¢e), y v(G) v v(G.) han
sido estudiadas por separado en diferentes trabajos. Por ejemplo, en [1] Acharya y
Walikar caracterizaron a las DRS-graficas, en [2] Brigham y Dutton determinaron el
tamano minimo de las DRS-gréficas y en [4] Karthika y Yamuna caracterizaron a las
DSS-graficas.

Recientemente en [5] Lemaiiska, Tey y Zuazua estudiaron la relacién entre v(G —e)
y Y(G.), alli se caracterizaron a los SR-érboles y se demostré que toda ASR-grafica
es también una DRS-grafica.

El objeto de estudio de este trabajo son las ASR-gréficas. En la Seccién 2 damos
una versién corregida de una caracterizacién de las DSS-gréficas propuesta en [4],
caracterizamos a las ASR-grificas y proponemos condiciones suficientes para la
existencia de estas, mas comprometidas con su estructura. Con respecto a las
ASR-graficas, en la Seccién 3 se proponen cotas para su tamano minimo y damos
una cota superior justa para su nimero de dominacion.

2. CARACTERIZACION
Comenzaremos esta seccion con un resultado bien conocido.

LEMA 2. Sean G una grifica y e € E(G). Entonces

Y(G) < 7(Ge) <~(G) + 1.

LEMA 3 ([5]). Si G es una ASR-grdfica, entonces para todo D € I'(G) y v;,v; € D,
i # j, se tiene que N[v;] N N[v;] = 0.

TEOREMA 4 ([5]). Toda ASR-grdfica es una DRS-grifica.

Observemos que por el Teorema 4, una ASR-grifica es simultdneamente DRS-
grafica y DSNS-gréfica.
En [1] se puede encontrar la siguiente caracterizacién de las DRS-gréficas.

TEOREMA 5 ([1]). G es una DRS-grdfica si y sdlo si para toda e € E(QG) existe
D e I'(G) tal que se cumple una de las siguientes condiciones:
rm1.eND =e.
rm 2.eND =0.
rm 3. leND|=1yenD¢EPN(enD,D,).

En [4] se propuso una caracterizacién de las DSS-gréficas, desafortunadamente es-
ta es imprecisa. El siguiente teorema es una version corregida de dicha caracterizacién.

TEOREMA 6. G es una DSS-grdfica si y sdlo si para toda e € E(G) eziste D € T'(G)
tal que se cumple una de las siguientes condiciones:
rm1.eND =e.
rm 2. leND|=1yenD¢ EPN(enD,D,).
rm 3. leND|=1y EPN(enD,D)={enD}.

Demostracion. Sean G una DSS-gréafica, e = uv una arista de G, w el nuevo vértice
que se obtiene al subdividir la arista e y D* € I'(G,). Consideraremos dos casos.
Caso 1. w € D*. SieND* # &, entonces D = D* —{w} es un conjunto dominante de
G con |D| < |D*|, lo cual es imposible pues estamos suponiendo que v(G.) = v(G).
Luego, e N D* = & y es claro que D = (D* — {w}) U {u} es un ~y-conjunto de G.
Siv ¢ EPN(u,D), entonces D cumple la Condicién 2 del teorema. En otro caso, en
G, N(w) = {u,v} luego en G, EPN(u, D) = {v} y asi D cumple la Condicién 3 del
teorema.

Caso 2. w ¢ D*. En este caso e N D* # @ y D* = G. Si e D* = e, entonces D*
cumple la Condicién 1 del teorema. De lo contrario podemos suponer, sin pérdida de
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generalidad, que e N D* = {u} y como en G, el vértice v debe ser dominado por
algin otro vértice distinto de u, en G se tiene que v ¢ EPN (u, D*), cumpliendo D*
la Condicién 2 del teorema.

Reciprocamente, sea e € E(G) y supongamos que existe D € I'(G) tal que se
cumple alguna de las tres condiciones citadas en el enunciado. Si e N D = e, entonces
D»>G..SilenD|=1yenD¢ EPN(enD,D), también D = G.. SileNnD| =1y
EPN(enD,D) = {en D}, entonces {(D —{eN D})U{w}} > Ge. Por lo tanto, por
el Lema 2, en cualquiera de los tres casos tenemos que v(Ge) = v(G). O

Una consecuencia directa del Teorema 6 es el siguiente teorema.

TEOREMA 7. G es una DSNS-grdfica si y sélo si para toda e € E(G) y todo
D € T(G) se cumple una de las siguientes condiciones:
rm 1. eND ={.
rm 2. leNnD|=1,enD € EPN(enD,D) y EPN(en D, D) # {eNn D}.

Los Teoremas 6 y 7 constituyen la base de la siguiente caracterizacién de las ASR-
graficas.

TEOREMA 8. G es una ASR-grdfica si y sélo si para toda e € E(G) existe
D* e T(G) tal que eN D* = y para todo D € T'(G) se cumple una de las siguientes
condiciones:
rm 1. eND = .
rm 2. leND|=1,enD e EPN(enD,D) y EPN(enD,D) # {en D}.

Demostracion. Supongamos que G es una grafica tal que para toda
e € E(G) existe D* € T'(G) tal que e N D* = (). Entonces por el Teorema 5, G es
una DRS-gréfica. Si ademds, para todo D € T'(G) se cumple una de las dos condicio-
nes citadas en el enunciado teorema, entonces por el Teorema 7, G es DSNS-gréfica.
Asi y(G—e) = v(G) # v(Ge) para toda e € E(G). Por lo tanto, G es una ASR-grafica.
Reciprocamente, supongamos que G es una ASR-gréfica y sea e € F (G). Entonces
por el Teorema 4, G es una DSNS-gréafica y por el Teorema 7, para la arista e y
todo D € T'(G) se cumple una de las condiciones del teorema. Por otra parte, por el
Teorema 4, G es una DRS-gréfica, luego por el Teorema 5, existe D* € T' (G) tal que
la Condicién 2 del teorema no se cumple. Finalmente, como G es simultdneamente

DSNS-grafica y DRS-gréfica, por los Teoremas 5 y 7 se tiene que e N D* = @.
O

A continuacién daremos condiciones suficientes para que una gréfica sea ASR-
grafica, esta vez méas comprometidos con la estructura de la misma.

PROPOSICION 9. Sea G una grdfica tal que
rm 1. G tiene al menos tres y-conjuntos disjuntos.
rm 2. Para todo D € T'(G) y v;,v; € D, i # j, se tiene que N[v;] N N|v;] = 0.
Entonces G es una ASR-grdfica.

Demostracion. Mostraremos que se cumplen las condiciones suficientes del Teorema 8
para que G sea una ASR-grifica. Sea e = uwv una arista de G. Como G tiene al
menos tres y-conjuntos disjuntos, existe D* € T'(G) tal que e N D* = (. Ahora, si
existe D € T'(G) tal que e N D = e, entonces N[u] N N[v] # 0, lo cual contradice la
Condicién 2 de la proposicién. Por lo tanto, para todo D € T'(G) se cumple alguna de
las siguientes condiciones.

A.enD=0.

B. [en D| = 1. En este caso podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
enND = {u} yenD = {v}. Entonces, EPN (u,D) = N(u) — N[D —{u}] = N(u), por
la Condicién 2 de la proposicién. Observemos que |N(u)| > 1 por la Condicién 1 de
la proposicién. Luego {v} € EPN(u,D) = N(u) # {v}. Asi, por el Teorema 8, G es
una ASR-gréfica. O
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Observemos que las condiciones de la Proposicion 9 por si solas no asegu-
ran que G sea una ASR-grifica. Por ejemplo, para la grafica G de la Figura 1,
Dy = {x1,22},Ds = {y1,y2} y D3 = {z1,22} son tres y-conjuntos disjuntos, pero
G no es una ASR-gréfica. De igual manera, para la grafica G de la Figura 2 (tomada
de [5]), D = {v1,v2} es el tnico y-conjunto y N[vi] N N[vg] = (), pero G no es una
ASR-grafica.

e Z2 G
Y2 22

I G-—e G.
1 AG —¢) =2 (G =2

Yy 21
)

1G) =2

FiGURA 1. G tiene tres y-conjuntos disjuntos, pero no es una ASR-gréfica.

G—e

=

Ge
+G) = G —e€)=3 YGe) =3
FIGURA 2. N[v1] N N[ve] = 0, pero G no es una ASR-gréfica.

Por otra parte, por el Lema 3, la Condicién 2 de la Proposicién 9 es necesaria para
que una grafica sea ASR-grafica. Luego, si la Condicién 1 de la Proposicién 9 fuera
también necesaria, se tendria una caracterizacién de las ASR-gréficas menos abstracta
que la que se tiene por el Teorema 8.

CONJETURA 10. Toda ASR-grifica tiene al menos tres y-conjuntos disjuntos.

TEOREMA 11 ([5]). Una grifica G con v(G) = 1 es una ASR-grdfica si y sdlo si
existe una grdfica (posiblemente nula) H tal que G = K5+ H.

La siguiente observacion es consecuencia directa del teorema anterior.
OBSERVACION 12. Toda ASR-grdfica con nimero de dominacién uno tiene al
menos tres y-conjuntos disjuntos.

3. COTAS PARA EL TAMANO MINIMO

TEOREMA 13 ([5]). Las ASR-grdficas no tienen vértices de grado uno.

LEMA 14. Sea G una ASR-grdfica de orden n. Entonces v(G) < g

Demostracion. Sean G una ASR-grifica con v(G) = ky D = {v1,va,...,v} un
v-conjunto de G. Por el Teorema 13, tenemos que N[v;] VN [v;] = () para toda i # j, y

k
por el Lema 3, |N[v;]| > 3 para toda 1 <i < k. Por lo tanto, n = > |[N[v;]| > 3k. O
=1

1=
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Sea ¢(n, ) el tamafio minimo de una ASR-grifica conexa, de orden n y niimero de
dominacién «. Note que por el Lema 14, ¢(n, ) no estd bien definida para n < 3v. A
partir de ahora asumiremos que n > 3.

PROPOSICION 15. Sea v > 1. Entonces ¢(n,vy) < 3n — 6.

Demostracion. Para la prueba, construiremos una ASR-grafica conexa, de orden
n > 3y y tamano 3n — 6.

Sean C3, un ciclo de orden 3y con V(C3,) = {u1,us, u3,v1,v2, ..., 3(y-1)}, P3 =
Cs[{u1, u2, ug}] una trayectoria de orden 3 en C3, y H,_3, un conjunto independiente
(posiblemente vacio) de n — 3 vértices {1, z2, ..., Tn—_34 }. Enseguida, realizaremos la
suma P; + H,,_3, y definimos G(n,7) = C3, U (P3 + Hy_3,) (ver Figura 3).

Claramente G(n,~) es conexa, de orden n y tamano 3n — 6. Veamos que es una
ASR-grafica.

y—2

Observe que D; = {u; U U {vi+3j}} con 1 < <3, es un y-conjunto de G(n,7y)
7=0

y D;ND; = ) para i # j. Luego, G(n,) satisface la Condicién 1 de la Proposicién 9.

Por otra parte, si |V (Hp—34)| # 1, entonces I' (G(n,v)) = {D1, D2, D3}. En otro

caso, V (H,—3y) = {z1}, e intercambiar 1 con us y dejar fijos a los vértices restantes,

determina un automorfismo de G(n, ). Por lo tanto, I (G(n, 7)) = {D1, D2, D3} (salvo

automorfismos).
Finalmente, se puede comprobar que para G(n,v) también se satisface la Condicién
2 de la Proposicién 9 y podemos concluir que G(n,~) es una ASR-grifica. O

G(n,7)

FigurA 3. Una ASR-gréfica conexa, de orden n y tamano 3n — 6+.

PROPOSICION 16. Sea G una ASR-grdfica de orden n. Entonces v(G) < g y dicha

cota superior para 7y es justa.
Demostracion. Por el Lema 14, v(G) < % Sean vy >1yn=3y+rconre{0,1,2}.

Entonces la ASR-grifica G (n,~y) construida en la prueba de la Proposicién 15 tiene
n

orden n y nimero de dominacion v = 3] (|

En [2] se determiné el tamano minimo de las DRS-gréficas conexas, de orden n y
nimero de dominacién «, al cual lo denominaron E(n, 7).

TEOREMA 17 ([2]). Sea v > 2. Entonces E(n,v) = 2n — 3.

Como toda ASR-grafica es DRS-gréfica, por la Proposicién 15 y el Teorema 17, se
tienen las siguientes cotas para ¢(n,7y).

PROPOSICION 18. Sea v > 2. Entonces 2n — 3y < ¢(n,v) < 3n — 6.
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La siguiente observacién remarca el interés por demostrar la Conjetura 10.
OBSERVACION 19. Si la Conjetura 10 es cierta, entonces ¢(n,~y) = 3n — 6.

Demostracion. Sea G una ASR-grafica conexa, de orden n y nimero de dominacién
v. Si la Conjetura 10 es cierta, existen tres y-conjuntos disjuntos Dy, Dy y D3 de G.
Sea X = D; U Dy U D3. Entonces, todo vértice en G[X] tiene grado al menos dos
y todo vértice de G que no estd en X, es adyacente al menos a tres vértices en X.
Luego, |E(G)| > |X| 4+ 3(n—|X|) = 3n — 6y y por la Proposicién 15, se tiene que
$(n,7) = 3n — 67. 0

Para finalizar, mostramos algunos valores exactos para ¢(n, 7).
COROLARIO 20. ¢(n,1) = 3n — 6.
Demostracion. Consecuencia directa de las Observaciones 12 y 19. 0

COROLARIO 21. Sea v > 1. Entonces ¢(3v,7) = 37y y la dnica grdfica que realiza a
¢ es el ciclo de orden 3.

Demostracion. Para v =1, ¢(3,1) = 3 por el Corolario 20. Para v > 2, ¢(3~,v) = 3y
por la Proposicién 18. Finalmente, por el Teorema 13, la tnica gréafica conexa que
realiza a ¢ es el ciclo de orden 3~. (]
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LOS TEOREMAS DE FELLER-MIYADERA-PHILLIPS Y HILLE-YOSIDA PARA
SEMIGRUPOS POSITIVOS

ALFREDO REYES VAZQUEZ

ResuMmen. Desarrollamos una introduccion a los espacios de Banach ordenados, introducimos
el concepto de semigrupo positivo y demostramos las versiones de los teoremas de Feller-
Miyadera-Phillips y Hille-Yosida, que caracterizan a los generadores infinitesimales de esta
clase de semigrupos, en términos de la nocién de operador disipativo respecto de una media
norma.

INTRODUCCION

Siguiendo a Charles J. K. Batty y Derek W. Robinson [1], en el presente trabajo damos
una introduccion a los espacios de Banach ordenados, establecemos el concepto de semigrupo
positivo y presentamos los teoremas de Feller-Miyadera-Phillips y Hille- Yosida, que caracteri-
zan a los generadores infinitesimales de semigrupos positivos usando el concepto de operador
disipativo con respecto a una media-norma.

En la seccion 1 definimos un orden en un espacio de Banach real mediante un cono positivo
convexo. En su espacio dual, el orden entre funcionales se establece mediante la condicién
de preservar la positividad. También analizamos las consecuencias de este orden tanto en el
espacio de Banach como en su dual y su relacién con las normas.

En la seccidn 2 introducimos el concepto de disipatividad con respecto a una media-norma,
desarrollamos algunos ejemplos de operadores disipativos con respecto a distintas media-
normas y normas. Ademas, discutimos la relacién entre operadores positivos en un espacio de
Hilbert y el concepto de disipativiad con respecto a una media-norma.

Finalmente, en la seccion 3 demostramos los teoremas de Feller-Miyadera-Phillips y Hille-
Yosida para semigrupos positivos.

1. Espracios bE BANAcH ORDENADOS

En esta seccion discutimos la estructura de orden en espacios de Banach B, y en sus
espacios duales B*. En particular, nos enfocaremos en ciertas propiedades de la norma en
relacién al orden introducido.

Denotaremos por By, la bola cerrada de radio a > 0 y centro en 0, es decir,

B, ={xe B:|x|| £a}.

Recordemos que la norma de un funcional lineal se define mediante

llwllp: = supflw(a)| : a € B}.

1.1. Conos positivos. La teoria de los espacios de Banach ordenados se basa en la de los
espacios clésicos de funciones reales. Por ejemplo, en el espacio de funciones continuas,
acotadas y real valuadas definidas en un espacio topolégico X con la norma

Iflleo := sup [ f ()],
xeX

el cual denotamos por C(X), tenemos una relacién de orden definida para cada f,g € C(X)
mediante f > g, siy s6lo si (f — g)(x) > 0 para toda x € X.

2010 Mathematics Subject Classification. 60J99.
Palabras clave. Espacio de Banach Ordenado, Cono Positivo, Semigrupo de Operadores Positivos, Generador
Infinitesimal, Operador Disipatvo, Media Norma.

13



14 A. REYES-VAZQUEZ

Ademas, si consideramos (X, S, u) un espacio de medida, entonces para cualquier p €
[1, 00), fija, se cumple que en el espacio de funciones real valuadas y medibles en X con la
condicién f | 1P du < oo, y con la norma

1/p
Ifllp == (flfl”du) )

el cual denotamos por L?(X, du), podemos definir una relacion de orden mediante, f > g siy
s6lo si (f — g)(x) > 0 para toda x € X, salvo un conjunto de u-medida cero.

Sin embargo, podemos definir estas relaciones de orden de una manera mas geométrica,
que resulta ser mas conveniente para su generalizacion.

Definicion 1. Un espacio de Banach ordenado es una terna, (B, B,, || - ||3), donde B es un
espacio de Banach real con norma || - ||z y B+ €s un cono positivo, i. e. B, es un subconjunto
no vacio y cerrado en la norma de B que satisface

(D) AB, +uB, C B,
paracada 4, u > 0.

De esta manera, siempre se cumple que 0 € B,.

TeOREMA 2. Sea (B, By, || - ||g) un espacio de Banach ordenado. Entonces en su espacio
dual (B*,|| - ||p-) el conjunto dado por
2) B, = {weB :w()=0,YaeB,},

es un cono positivo que es cerrado en la topologia débil—+ a la cual denotamos por o(B*, B).

Demostracion. Para ver que B} es o(B*, B)-cerrado tengamos presente que la topologia
débil—x* se define como la topologia mds débil en B* que hace continuas a las aplicaciones
(#a)acp definidas mediante: ¢,: B* - Ry w — ¢,(w) := w(a) para cada a € B.

En consecuencia,
B, = () ¢.'(10.0))

aeB*

Por lo tanto, B} es o(B*, B)-cerrado por ser la interseccién de conjuntos o (B*, B)-cerrados y
claramente se cumple que AB; + uB; C B} paratodo 4,u > 0. O

Como consecuencia del teorema 2, la terna (B*, B}, || - ||p:) es un espacio de Banach
ordenado, al cual llamamos espacio dual ordenado de (B, B4,| - ||p) y al conjunto B} le
llamaremos cono dual positivo de B*.

Definicion 3. En un espacio de Banach ordenado (B, By, || - ||3) definimos una relacion de
orden mediante
3) a>bosa-beB,

paratodo a,b € B.
De esta manera, tenemos que a > 0 es equivalente a tener que a € B,.

ProprosicioN 4. En un espacio de Banach ordenado, la relacion dada en (3) es reflexiva,
transitiva y para cualesquiera a,b,c € B con a > b, se cumple que a + ¢ > b + c. Ademds, si
a>0yA>0, entonces da > 0.

Demostracion. Sean a,b,c € B, entonces a > a pues a —a = 0 € B,. De esta manera (3)
determina una relacion reflexiva.
Para la transitividad, supongamos que @ > by b > ¢, luego a — b,b — ¢ € B... Entonces se
cumple que (a — b) + (b — ¢) € By, es decir, a — ¢ € By, con lo cual concluimos que a > c.
Ahora bien, para a > b, se tiene que a + ¢ — (b + ¢) € B, para toda ¢ € B. Por lo tanto,
a+c >b+c.Poriltimo,sia >0y A >0, entonces a € B, y por definicién de cono positivo,
concluimos que Aa € B, es decir, da > 0. O

El estudio de cierta clase de espacios de Banach ordenados, se puede realizar a partir de su
cono positivo.
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Definicion 5. Decimos que el cono positivo B, genera débilmente al espacio de Banach
B, si el conjunto B, — B, es denso bajo la norma de B. Es decir, cada a € B es el limite en
norma de una sucesion {b, — c,},>1 tal que b,, c, € B,. Similarmente, decimos que el cono
dual positivo B’} genera x—débilmente a B*, si el conjunto B, — B} es o(B*, B)-denso en B*.

Observacion 1. El conjunto B, — B, es un subespacio vectorial real de B.

Demostracion. Primero notemos que 0 € B, C B, — B,. Luego, si a,b € B, — B,, entonces
existen ¢,d,e, f € By talesquea=c—-dyb=e— f.Conlocuala+b=(c+e)—(d+ f) €
B, - B,.

Por ultimo, sia =b —c € By — B, y 4 > 0, entonces da = Ab — Ac € B, — B,. Mientras
que si 4 < 0, entonces da = Ab — Ac = —(—Ab) + (—Ac) = (—Ac) — (—Ab) € B, — B,. |

Definicion 6. Decimos que el cono positivo B, es propio o puntiagudo, si By N (—B,) =

{0}.

Observacion 2. La propiedad de que el cono B, es propio es equivalente a que el orden
dado en (3) cumpla la anti-simetria, i.e., para todo a,b € Bvalequea>byb>a = a=>b.

Demostracion. Si el cono B, es propio, entonces dados a,b € Btalesquea > by b > a, se
cumple que a—b > 0y b—a > 0. Es decir,a—b,b—a € B, conlocuala—b € B,N(-B,) = {0}.
Por lo tanto, a = b.

Reciprocamente, si el orden es anti-simétrico y tomamos a € B, N (-B,), entonces a > 0
y —a > 0. De aqui que a > 0y 0 > a. Por lo tanto a = 0 para todo a € B, N (-B,). O

1.2. Normas monétonas. En esta parte, estudiamos algunas relaciones entre el orden y la
norma de un espacio de Banach ordenado (B, B4, || - ||5)-

Definicion 7. Decimos que la norma es a-mondtona si se cumple que
0<a<b=|al <albll.

Si B, # {0}, entonces a. > 1 y en el caso de que o = 1, simplemente decimos que la norma es
mondtona.

Observacion 3. Si la norma es o-monétona, entonces B, es propio.

Demostracion. Sean a,b € B tales que a < by b < a, entonces 0 < b —a < 0. Luego,

0 < ||b—adal < all0]] = 0. Por lo tanto, ||b — al| = 0, es decir, a = b. Esto prueba que B, es
propio en virtud de la observacién 2. O

Ejemplo 1. Sean B = LP(X, du) para algin espacio de medida (X, S, i) con p € [1,00] y
B, el cono de las funciones no negativas salvo un conjunto y-medida cero. Entonces la norma
en B es monétona.

Demostracion. Si0 < f(x) < g(x) en X salvo un conjunto de u-medida cero, entonces para
cualquier p € [1, ), se cumple que

0<|fF < g,

f |fIP du < f lgl” du.
Es decir, | f1l, < lIgll,-

Para el caso p = oo, tenemos que

0 <1fI < 180N < lIglleo-

yeén Consecuencia,

Luego, [|flleo < lIglleo-
Por lo tanto para cualquier p € [1, oo] se satisface que si 0 < f < g, entonces ||f]l, < lIgll,,
i. e, se cumple la definicién 7 con a = 1. O
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1.3. Operadores positivos. Sean (4,A,,|-|la)y (B, B, | - ||p) espacios de Banach ordena-
dos. Entonces en el espacio de Banach

L:=L(A,B) = {S : A > B|S esacotado y lineal}
con la norma de operadores, definimos el conjunto
L. :={SeL|SA, cB,}.

Veamos que L, es un cono positivo, para esto consideremos (S,),>;1 € L, talque S, — S
en la norma de £, cuando n — oo. Sia € A,, entonces S,(a) > 0, para cada n > 1. Luego,
lim, . S »(a) > 0, por ser B, cerrado. Por lo tanto, S (a) > 0.

En consecuencia, S € L., es decir, £, es cerrado. Ademas es inmediato que para A, u > 0,
se satisface que AL, +uL, c L,.

De esta manera, (£, L., || - ||) es un espacio de Banach ordenado con la norma de opera-
dores. A los elementos S € L, se les conoce como operadores positivos. Consideremos la
asignacion definida para cada S € L(A, B) mediante

IS+ := sup{liSallla € Ay NA,}.
Claramente, ||S ||, < |IS]|.

Definicion 8. Cuando se tiene que [|S||, = ||S|| para cada S € L., decimos que la norma
es positivamente alcanzada.

2. SEMIGRUPOS POSITIVOS

En esta seccién, desarrollamos una brevisima introduccién a la teoria de semigrupos
positivos en espacios de Banach ordenados y de operadores disipativos con respecto a una
media-norma y a una norma.

2.1. C,-semigrupos.

Definicién 9. En un espacio de Banach (B, || - ||), una familia § = {S l}zzo de operadores
lineales acotados de B en B es un C,-semigrupo si se cumplen las siguientes condiciones:
1) S48, =S4 paracada s,t > 0 (condicién de semigrupo)
2) So=1
3) 11'%1 IS:a —all =0, para cada a € B.
t—0*+

Ademds, si B estd ordenado mediante un cono positivo, B,, entonces decimos que S es un
C,-semigrupo positivo si ademds se cumple que
4) S,B; C B, paratodo t > 0.
Similarmente, si (B*,||-||5-) es el espacio dual de (B, ||-||5), entonces una familia 7 = {T,}[ZO de
operadores lineales acotados de B* en B* es un C},-semigrupo si se cumplen las propiedades
1y2conT;enlugar de S, y junto con
3*) a.- La aplicacién definida en [0, o) mediante t — (T;w)(a) es continua para todo
weEB"yaeB,
b.- La aplicacién definida sobre B* mediante w +— (T w)(a) es o(B*, B)-continua para
cadat>0yac€B.
Y si el espacio dual B*, estd ordenado mediante un cono dual positivo, B, entonces decimos
que T es un C;-semigrupo positivo si ademds se cumple la siguiente propiedad

4*) T\B; C B}, paratodo t > 0.

La relacion entre estos dos tipos de semigrupos esta dada por la dualidad, es decir, si
S =1{8},50 es un C,-semigrupo en B, entonces definiendo

S*={S; : S es el operador adjunto de S },.,

obtenemos un C};-semigrupo en B*.
Para verificar esto tultimo, recordemos que para todo w € B*, el adjunto de S se define
como el funcional S (w) definido mediante (S; w)(a) = w(S(a)), para cada a € B.
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De aqui que si s, > 0,a € By w € B*, entonces
Sow)a) = w(So(a) = wla) = w(a) = (w)(a).
Ademés,
($ sw)@) = (S si(@) = W(S S a) = S {(w(S2)) = ST [ (w)(@).

Esto demuestra que {S;},.,
Por dltimo, tenemos que

lim (S @)@ = lim &($.(@) = o (1in $.(@)) = w(@),

pues w € B* y {S;}»0 es un Cy-semigrupo, i. e.,

€s un semigrupo.

lim Sjw=w, VYweB".

—0*
Con lo cual,
lim S;-71=0.

t—0*
Por lo tanto, tenemos que S es continuo para cada ¢ > 0 en la topologia o-(B*, B).
Reciprocamente, si T = {T},,, es un C;;-semigrupo en B*, entonces se tiene que existe un
C,-semigrupo T* = {T}},., en B, cuyo adjunto es (T;)* = T, para cada ¢t > 0. Ver [1].
Ahora bien, para cada C,-semigrupo tenemos la siguiente definicion.

Definicién 10. El generador infinitesimal de un C,-semigrupo S = {S,},5, en B es el
operador lineal H, con dominio D(H) donde

I1-S
D(H) = {a € B : existe b € B tal que lfI(I)l H% —b” = 0} y
t—0*

Ha=b,Ya e D(H).

Por otra parte, el generador infinitesimal de un C;,-semigrupo T = {T}},., en B se define de
manera similar pero con la o(B*, B)-derivada, es decir, es un operador lineal K, con dominio
D(K) donde

. ((1 - Tt)w)
D(K) ={w € B* : existep € B* tal que 11’1(1]1 f(a) =1n(a),paracadaa € By 'y
1—0+

Kw=n, Vw e D(K).

El generador infinitesimal H de un C,-semigrupo tiene dominio denso en B, es decir,
D(H) = B. Ademis, el generador infinitesimal resulta ser un operador lineal cerrado. Para
ver los detalles, puede consultarse [2].

Para ver la relacion entre los generadores infinitesimales de un C,-semigrupo y un Cj-
semigrupo, requerimos del concepto de operador adjunto de un operador lineal no acotado.

Definicién 11. Sean X un espacio de Banach y T un operador lineal con dominio D(T) c X
denso. Definimos el operador adjunto de T mediante el operador 7* con dominio

D(T") = {w e X" : existe £ € X" tal que w(Ta) = £(a), Ya € D(T)),
y la accion de T, estd dada por T*w = &, para cada w € D(T™).

ProposicioN 12. Si S es un C,-semigrupo con generador H, entonces su C)-semigrupo
dual S™ tiene como generador al operador adjunto de H, i. e., al operador H*.

Demostracion. Sean K el generador de S* y H* el operador adjunto del generador H de S.
Debemos mostrar que D(K) = D(H*) y Kw = H*w, para toda w € D(K).

Sea w € D(K), entonces para cada a € D(H) se tiene por la definicién 10 que
tS’(a)) = lim %w((I—S,)(a)) = lim %(I—S;‘)a)(a) = n(a), paraalgin 5 € B".
De esta manera, para cada w € D(K), existe n € B* tal que H*w(a) = w(Ha) = n(a), para
toda a € D(H). Es decir, w € D(H*) con Kw = n = H*w. Con lo cual, tenemos que K es

w(Ha) = w (11'111
t—0*
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restriccion de H*. Ahora bien, para la otra contencién tomamos w € D(H*), en consecuencia
existe £ € B* tal que

. St 117 1 _ 14 ] *
&a) = w(Ha) = w (,1331 - (a)) = lim ;w((l -S) (@) = lim ;(1 - 87 )w(a).
De aqui que w € D(K) y Kw = &. Por lo tanto, H* es una restriccién de K y como K es

restricciéon de H*, concluimos que K = H™. O
Entre las clases mds interesantes de semigrupos estan los semigrupos de contracciones.

Definicién 13. Un Cj, semigrupo S = {S},., en B es de contracciones si
IS/l <1, Vt=0.

Los resultados clasicos para caracterizar los operadores H: D(H) € B — B que son
generadores infinitesimales de C,-semigrupos son los siguientes:

TeoreMaA 14. (Feller-Miyadera-Phillips)
En un espacio de Banach B, son equivalentes:

1) H genera un C,-semigrupo S = {S},5¢ con
IS/l < Me¥, Vt>0,

paraalgin M > 1,yeRyB>0conpBy < 1.
2) H es un operador lineal norma cerrado y definido norma denso con
1) R(I + BH) = B, es decir, el rango del operador I + BH es B.
u) ||(I +aH)"a|| > (1 —ay)"M"\al|, para cualesquiera o. € (0,], a € D(H") yn > 1.

Aquellos operadores H que satisfacen la condicién en el inciso (II) de 2 con n = 1, se
llaman disipativos. Para los semigrupos de contracciones, tenemos

TeoreMaA 15. (Hille-Yosida)
En un espacio de Banach B, son equivalentes:

1) H genera un C,-semigrupo de contracciones.

2) H es un operador lineal norma cerrado y definido norma denso con
1) R(I + BH) = B, es decir, el rango del operador I + BH es B, para algiin 8 > 0.
) ||({ + aH)"al|l > |lall, para cada o. € (0, 8] y para toda a € D(H™).

Estos resultados pueden consultarse en [1].

A continuacidn, estudiamos condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando
un operador lineal es el generador de un Cy-semigrupo positivo de contracciones, para este fin
introducimos el concepto de disipatividad respecto de una media-norma.

2.2. Operadores disipativos respecto de una media-norma. A lo largo de esta subsec-
cién, H denotard un operador lineal en un espacio de Banach real con dominio D(H) denso
en la norma y consideraremos p: B — R un funcional sublineal en B, es decir, una funcién p
que satisface

“

pla+b)<pl@+pbd) ; VYabeB,
p(da) = Ap(a) ; YaeBVYA>0.

Definicion 16. Decimos que p : B — R es una media-norma (por Half-Norm en inglés)
en un espacio de Banach B, si es un funcional sublineal continuo.

En particular, por ser p funcional sublineal tenemos que 0 = p(0) < p(a) + p(—a), por lo
que p(a) = 0, o bien p(—a) > 0. La continuidad de p equivale a la existencia de una constante
k tal que |p(a)| < kl|al|, para toda a € B.

Observacion 4. Una media-norma p es tal que p(ox) = ap(x), para toda a > 0 y para
cada x € B, mientras que una semi-norma v satisface que v(ox) = |o|v(x), para toda o € R
y para cada x € B. Con lo cual, toda norma es una semi-norma y una semi-norma es una
media-norma en B pero una media norma no es necesariamente una semi-norma.
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Definicion 17. Decimos que una media-norma p : B — R es propia si

méax{p(a), p(-a)} > 0,
para toda a € B\{0}.

Observacion 5. Para cada media-norma propia p en B, la funcién || - ||, : B — R dada por

llall, := max{p(a), p(-a)}

define una norma en B.

Demostracion. Por ser p una media-norma propia tenemos que max{p(a), p(-a)} > 0 para
todo a € B, de aqui que ||a||, > 0 para todo a € B. Ademas,

llall, =0 & p(a) = p(-a) =0 & a = 0.

Ahora bien, si @ > 0, entonces p(aa) = ap(a) y p(—aa) = ap(—a) para toda a € B. En
consecuencia,

llaall, = méx{p(aa), p(-aa)} = amix{p(a), p(-a)} = allall, = |alllall,.

Mientras que si @ < 0, entonces p(aa) = p(—a(-a)) = —ap(—a) y p(—aa) = —ap(a). De esta
manera,

leall, = max{p(ea), p(-aa)} = —a max{p(-a), p(a)} = ||llall,.

Es decir, para cada « € R, se cumple que [laall, = |alllall,, Ya € B.
Finalmente, si a,b € B, entonces p(a + b) < p(a) + p(b) y p(—a — b) < p(—a) + p(-b).
Luego,

lla + bll, = max{p(a + b), p(—a — b)} < max{p(a), p(=a)} + max{p(b), p(=b)} = llall, + |||,

O

Definicion 18. El subdiferencial de una media-norma p en a € B es el conjunto
dp(a) ={we B : w < p,w(a) = p(a)}.

Por el teorema de Hahn-Banach en [1], tenemos que dp(a) es no vacio. Ademas, dados
be By AeR,existe w € dp(a) tal que w(b) = A siy sélo si

pla) — p(a - tb) <1< pla +1tb) — p(a)

©) t t

para cada ¢t > 0.

Observacion 6. Si p es una media-norma en B, entonces para cada a,b € B la aplicacién
f: R — R dada por f(r) = p(a + tb) es convexa.

Demostracion. Sean s,t € Ry vy € (0, 1), entonces por ser p una media-norma tenemos
flvs+ (@ =9)t) = p(a+ (vs + (1 = )nb)

= p(va+ (1 = y)a+(ys+ (1 - y)nb)
<vyp(a+ sb)+ (1 —vy)p(a + tb)
=vf(s)+ A =f@).

Esto demuestra que f es convexa. O

Lema 19. Para cada b € B, y toda A € R, se tiene que la desigualdad (5) es equivalente a

©) lim PO =Pz,

1—0* t 1—=0* !
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Demostracion. Sean b € By A € R, asi para cada ¢t > 0, por [5] se cumple

pla) — pla —tb) < pla + sb) — p(a)
t - s '

El cociente del lado izquierdo determina una funcién monétona creciente de ¢ > 0, y el lado
derecho es decreciente como funcién de s > 0. Por lo tanto,
pla) 1;(0 tb) < 11’151 pla) 1;(0 tb) < lﬁg pla+ sb) — p(a) < pla + sb) p(a)'
—0* s—0* Ky Ky

De aqui que 1 € R, cumple (5) si y sélo si satisface (6). O

TreoreMaA 20. Sea H : D(H) — B un operador lineal densamente definido en un espacio de
Banach real By consideremos una media-norma p en B. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1) Para cada o. > 0, p((I + aH)a) > p(a), para toda a € D(H),
2) Para cada a € D(H), existe w € dp(a) tal que w(Ha) > 0,
3) Para cada a € D(H) y para cualquier w € dp(a), w(Ha) > 0.

Demostracion. La implicacién 3) = 2) es obvia y para ver que 2) = 1) basta tomar en (5)
b = Ha, con a € D(H), asi la condicién 2) implica que

pla +tHa) — p(a)
t

>0 ,¥t>0
De esta manera, para toda ¢ > 0,
pla+tHa)— p(a) >0, Vae D(H).

Mientras que para 1) = 3), tomamos a,b € D(H) y t > 0, entonces por ser p una media-
norma, tenemos

pla—tHa) < p(a—tb)+1tp(b—- Ha)
< p((I+tH)(a - th))+tp(b— Ha)
< pla)+tp(Ha - b) + tp(b — Ha) + t*p(-HD).

Asi, concluimos que

_ pla-tH
i pa) p(t“ tHA) » _ p(Ha - b) - p(b - Ha).
—0t

Luego, por ser D(H) denso y p continua, el lado derecho de esta ultima desigualdad puede
hacerse arbitrariamente pequefio al tomar una sucesién (b,) € D(H) que converja a Ha.
Con lo cual,
- —tH
i P@ = pla=tHa)
t—0* t

0.

Finalmente, dado w € dp(a), al hacer b = Ha, tenemos por (5) que w(Ha) = 1 > 0. O

De hecho, en el teorema 20 basta verificar la condicién (1) en algtn intervalo (0, €) con
€ > 0 y extender por convexidad a todo el intervalo (0, o). A partir de el teorema 20, damos
la siguiente definicién.

Definicién 21. Decimos que un operador lineal H densamente definido en un espacio de
Banach real B, es p-disipativo si cample alguna de las condiciones del teorema 20.

El término “disipativo”, aparece en el contexto de C,-semigrupos. La disipatividad es una
forma infinitesimal de la condicién de contractibilidad. Para ver esto, sea S un C,-semigrupo
con generador H y supongamos que S es p-contractivo, es decir,

p(S:a) < p(a)
paratodat > 0y a € B. Entonces, dado w € dp(a), se cumple que

w(S:a) £ p(S:a) < pla) = w(a).
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Por lo tanto, para toda a € D(H), por definicién de generador,
I1-S
w(Ha) = lim w(g) > 0.
1—0*

Es decir, H es un operador p-disipativo.

Como H es el generador de un Cyp-semigrupo, entonces por el teorema 3.1.10 en [3]
para semigrupos de contracciones y el teorema 11.6.6 en [4] para una clase mas general de
semigrupos, se tiene que para cada a € B,

S.a= ,}l;rg(l +tH/n)"a.
De aqui que
p(S:a) = lim p((I + tH/n)™"a).
Supongamos que H es p-disipativo, por el teorema 20 tenemos que

p(( + aH)a) > p(a).
Luego,
p(( + aH)’a) > p(( + aH)a) > p(a).
Por lo que de manera inductiva, concluimos que
p(d +aH)'a) = p(a),, Yn = 1.
Consecuentemente,
p( +tH/n)™a) < p(a) , Yn > 1.
Asi,
p(S.a) < p(a),

para toda a € B. Con lo cual, S es p-contractivo.
De acuerdo a lo anterior, notemos que un Cy-semigrupo es de contracciones si y sélo si

su generador infinitesimal es || - ||-disipativo. Este hecho, forma parte de lo establecido por el
teorema de Hille-Yosida [2] por que la || - ||-disipatividad corresponde a la estimacién
It + aH)all > |lal|

para toda a € D(H) y toda a > 0 pequefia.

Observacion 7. A los operadores norma-disipativos, también se les conoce simplemente
como operadores disipativos.

A continuacidén, estudiamos algunas propiedades de los operadores p-disipativos. Por
ejemplo, encontramos operadores H para los cuales existe Yy € R tal que (H + yI) es p-
disipativo. En este contexto, el siguiente resultado es til.

ProposicioN 22. Sea vy € R, entonces son equivalentes:
1) (H +vI) es p-disipativo.
2) Paratoda o > 0 tal que 1 — ay > 0, se cumple que p((I + aH)a) > (1 — ay)p(a), para
cada a € D(H).

Demostracion. Primero observamos que si oo > O estal que 1 —ay > 0y a € D(H), se cumple
que

™ p(U +aH)a) = (1 - ay)p(( + a(l - ay)™ (H +yD)a).

Ahora bien, si suponemos la condicién 1) tenemos por el teorema 20 aplicado al lado derecho
de estd igualdad que
p(I + aH)a) = (1 - ay)p(a).
Esto demuestra 1) = 2).
Para ver que 2) = 1), suponemos que

p(( + aH)a) > (1 — ay)p(a),
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paratoda o > Otal que 1 —ay > 0y cada a € D(H).
Entonces por (7), tenemos que

(1= ay)p(( + a1 = o)™ '(H +vD)a) = (1 - ay)p(a)

paratoda o > Otalque 1 —ay > 0y cada a € D(H).
Es decir,

(U + a1 = ay)™ (H +yD)a) > p(a).

Por lo tanto, al tomar 8 = a(1 — 0(7/)‘1 > 0, concluimos que

p((I +B(H +yD)a) 2 p(a)
Lo cual significa que (H + yI) es p-disipativo en virtud del teorema 20. O

Para establecer que los operadores p-disipativos tienen un buen comportamiento con
respecto a la topologia inducida por la norma, requerimos de las siguientes definiciones.

Definicion 23. Sean B un espacio de Banach real y D(A) C B un subespacio. Definimos
la grdfica de un operador lineal A: D(A) — B, como el conjunto

G(A) = {(x,Ax) €EBXB:xe D(A)}.

Definicion 24. Sea B un espacio de Banach real y consideremos A;: D(A;) — B operado-
res lineales con D(A;) subespacios B con i = 1,2. Decimos que A, es extension de Ay, lo cual
lo denotamos por A} C Ay, si D(A}) € D(A;) y Axx = Ajx, para cada x € D(A)).

Definicion 25. Sea B un espacio de Banach. Decimos que un operador lineal A: D(A) C
B — Bes cerrado si su grifica G(A) es un conjunto cerrado en B X B.

Definicion 26. Sea B un espacio de Banach real. Decimos que un operador lineal
A: D(A) C B — Bes cerrable si dadas b € By (a,),»1 € D(A)cona, - 0y Ha, —b — 0,
conforme n — oo, entonces b = 0.

TreoREMA 27. Sea H un operador p-disipativo, donde p es una media-norma propia en B.
Entonces, H es un operador cerrable y su minima extension cerrada denotada por H también
es p-disipativo.

Demostracion. Supongamos que H es p-disipativo y veamos primero que H es cerrable, para
esto consideramos (a,),>1 € D(H)y b € Btalesque a, —» 0y Ha, —b — 0, sin — co. Para
demostrar que b = 0, tomemos b’ € D(H), luego para cada t > 0, tenemos por el teorema 20
que

A

pla, —th) < pla,—tb") +tp(b’ —Db)
p(( + tH)(a, — tb")) + tp(b" — b)
play) +tp(b = b') + tp(b’ — b) + tp(Ha, — b) + 1> p(~HD).
Tomando limite cuando n — oo y usando que p es continua, concluimos
tp(=b) < tp(b=b)+tp(’ —b)+ > p(-HP')
= p(=b) < pb-b)+pld -b)+tp(—HD")
para cada ¢ > 0. Y al tomar limite cuando t — 0%,
p(=b) < p(b— ') + p(b’ — b).

Por ser D(H) norma-denso y p continua, el lado derecho de estd desigualdad, puede hacerse
arbitrariamente pequefio tomando b’ = (b,),>; tal que b, — b.

Por lo tanto, p(—b) = 0 y de manera analoga, vemos que p(b) = 0. Con lo cual b = 0, por

ser p propia. De aqui que H es cerrable.
Finalmente, H es p-disipativo por la condicién 1) del teorema 20 y la continuidad de p. O

IA

IA

Definicion 28. Definimos la media-norma candnica en (B, B.,|| - ||gp) con B, propio
mediante

N(a) = inf{||b]| : b € B,b > al.
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Veamos que N: B — [0, 00) es una media-norma ya que si a,c, b;,b, € B son tales que
by >ay by >c,entonces by + by > a+c.
De estd manera,
N(a+c) < by + ball < 1b1ll + [1B2ll.
Por lo tanto,
N(a+c) < N(a) + N(c).
Ademas, si o > 0, entonces para a, b € B se cumple que
N(oa) = inf{||b|| : b > aa}

= inf{||ab|| : b > a}

= ainf{||b|| : b > a}

= aN(a).

Finalmente, notamos que 0 < N(a) < ||a||, lo cual se obtiene tomando b = a en la definicién
28. Por lo tanto, N es una media-norma. Ademads, se tiene la propiedad de que N(a) = 0, siy
sélo sia < 0.

Lema 29. Sea w un funcional lineal en (B, By, || - ||) y o > 0. Entonces, son equivalentes
1) we B;NB;
2) w(a) < aN(a), para cada a € B.

Demostracion. Primero supongamos que w € B} N Bf, y tomemos a,b € B tales que b > aq,
entonces

w(a) < w(b) < [lwlllibll < allbll.

Asi, por definicién de media-norma canénica, w(a) < aN(a).

Reciprocamente, si w(a) < alN(a), para cada a € B, entonces w(a) < a|la||. Luego, ||w|| < a.
Por ultimo, para verificar que w € B, consideramos x > 0, entonces N(—x) = 0. Luego, se
cumple que w(—x) < aN(—x) = 0. Por lo tanto, w(x) > 0, es decir, w € B}. ]

Una consecuencia inmediata del lema 29, es el hecho de que el subdiferencial con respecto
de N esta caracterizado mediante

dN(a) = {w € B} N By : w(a) = N(a)},

para cada a € B. Otra propiedad importante de la media-norma candnica es que nos da una
forma de determinar cuidndo la norma es mondtona. Este hecho se concentra en el siguiente
teorema.

Teorema 30. En (B, By, || - ||lg), son equivalentes

1) || - || es mondtona
2) N(a) = ||lal| para cada a € B,

Demostracion. Si tenemos que || - || es mondtona en B, entonces para cada a, b € B tales que
0 < a < b se cumple que ||al| < ||b||. Luego, |la|| < N(a) y siempre se vale que N(a) < ||al|.
Con lo cual, N(a) = ||al.

Reciprocamente, sean a, b € B tales que 0 < a < b, entonces a,b € B,. Asi, ||a|| = N(a) <
[|b]]. De estd manera, obtenemos que ||al| < [|b||, es decir, || - || es mondtona. O

Ahora, consideremos un espacio de Banach ordenado (B, B, || - ||) con B, propio y tal que
intB, # 0, en consecuencia para H densamente definido, tenemos que existe u € D(H)NintB,..

Asi,dadau € intB, y b € B,, se cumple que Au + b € intB,, para toda A > 0. Luego, intB,
es un conjunto denso en B..

Por otra parte, para cada u € intB,, existe € > O tal que {a € B : ||la — u|]| < ¢} € B;. Por lo
que sia € B, entonces —Au < a < Au, paratoda A > ||a||/e, yaque |lu—(uxa/A)| = |lall/A < e.
Conlocual, u + a/A € By, es decir, Au + a € B,.

Lema 31. Sean u € intB, y w € B} tales que w(u) = 0. Entonces w = 0.
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Demostracion. Seaa € B, entonces por ser u punto interior de B, existe 4 > 0 tal que Au > a.
De aqui que w(Au) > w(a), luego 0 > w(a).

Mientras que para —a, existe y > 0 tal que yu > —a, con lo cual w(yu) > w(—a), asi
0 > —w(a). Finalmente, 0 < w(a) < 0, para cada a € B. Por lo tanto w = 0. O

Ademds, tenemos las siguientes medias-normas.

Definicion 32. Para cada u € intB,, definimos dos medias-normas en B asociadas a u,
mediante

N,(a) =inf{1 e R" : a < Au},
Nya)=inf{fA eR :a < Au},
conR* ={1eR:A1>0}

En efecto, N, es una media-norma en B, pues dados 1;, 4, > Otalesque Aju > ay Au > b,
entonces (A; + A))u > a+b.
De aqui que N,(a + b) < A1 + A,. Por lo tanto, N,(a + b) < N,(a) + N,(D).
Ademés, para a, 4 > 0 se tiene que adu > aa siy so6lo si Au > a. Con lo cual, N,(aa) =
aN,(a). .

De manera andloga, se demuestra que N, es una media-norma en B. También es importante
notar que si b < 0, entonces N,(b) = 0y para toda a € B, se verifica que a < N,(a)u.

Asi, por la observacidén 5, cuando N, es propia obtenemos una nueva norma en B dada por

”a”u = méX{Nu(a)’ Nu(_a)}~
Proprosicion 33. Para cada u € intB, y a € B, se cumple que
lall, = inf {A € R*: @ € [~ Au, Aul}
donde a € [—Au, Au] si y solo si, —Au < a < Au.
Demostracion. Seana € By A € R* tales que a € [—Au, du], entonces —Au < ay a < Au. Es
decir, —a < Au'y a < Au. Luego, N,(—a) < 1y N,(a) < A.
Por lo tanto,
lall, < inf {2 € R*: a € [-Au, Au]}.
Para establecer la otra desigualdad, observamos que para cada € > 0, se tiene que existe 1, > 0
talque a < Auy A < |lall, + &.
Esto implica que a < (||al|, + €)u para todo € > 0. De aqui que, a < ||a||,u. De manera
andloga, se demuestra que —a < ||al|,u.
Con lo cual, a € [—||all,u, ||all,u]. Se sigue entonces
inf{1eR*: ae[-Au, Aul} < lall,.
m}
A continuacién demostraremos la equivalencia de varias propiedades, que nos permitirdn

definir el concepto de operador disipativo respecto de una media-norma. Para esto necesitamos
el siguiente lema.

Lema 34. Para cada u € intB. y a € B, se cumple que
dN,(a) = {w € B} : w(u) < 1,w(a) = N,(a)}

Demostracion. Si w € dN,(a), entonces w € B* con w(a) = N,(a) y w(b) < N,(b) para todo
beB.
En particular, si b € B,, entonces

w(=b) < N,(-=b) =inf{d > 0: Au>-b} =inf{d > 0: Au+5b=>0}=0.

con lo cual, —w(b) < 0. Se sigue que, w € B.
Ademas, w(u) < N,(u) = 1. Por lo tanto, w € B}, w(u) < 1y w(a) = N,(a). Es decir,

dN,(a) c {w € B} : w(u) < 1,w(a) = N,(a)}.
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Para ver la otra contencién, sea w € {w € B : w(u) < 1,w(a) = N,(a)}, entonces, para b € B
y A > O tales que Au > b, se cumple que Au—b > 0. Asi, w(du—>b) > 0, es decir, Aw(u) > w(b).
De esta manera, usando que 1 > w(u), tenemos que A > Aw(u) > w(b) para todo A > O tal
que Au > by por la definicién de N, concluimos que w(b) < N, (b).
En consecuencia,
{we B : wu) < 1,w(a) = Ny(a)} C dN,(a).
O

Proposicion 35. Sea u € D(H) N intB,. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1) Para cada o. > 0, suficientemente pequeria, si a € D(H) y (I + aH)a € B, entonces
acB,.

2) Para algiiny > N,(—Hu), el operador (H + vI) es N,-disipativo.

3) Siae€e D(H)N B, yw € B} es tal que w(a) = 0, entonces w(Ha) < 0.

Demostracion. Primero veamos que 1) = 2). Seay > N, (=Hu), entonces por definicién de
N, tenemos que —Hu < yu, equivalentemente, (I + aH)u > (1 — oy)u para cada o > 0.
De aqui que para toda 2 > 0y a > O suficientemente pequeiia, se cumple que

(8) Au < A1 —ay) ' + aH)u
Por otro lado, sea a € D(H), entonces
N,((I + aH)a) = inf{1 2 0: (I + aH)a < Au)
y por la desigualdad (8) tenemos que
{120: (I +0H)a <Au)c{A1>0: (I +aH)a < A1 —ay) ' + oaH)u).
Entonces
N((I + aH)a) 2 inf(d 2 0: (I + aH)a < A(1 - ay)™ (I + aH)u}

> inf{d > 0: a < A1 — ay)u).
La dltima desigualdad se sigue del hecho de que (I + aH)a < A(1 — ay)~™' (I + a.H)u implica
que

(I +af) (A1 - ay)'u—a) >0
y por la hipétesis (1) esto a su vez implica que A(1 — ay)~'u — a > 0, equivalentemente,
a<A(1-oay)u
Entonces,

N,((I + aH)a) 2 inf(1 2 0: a < A1 = ay)™'u} = N,((1 - ay)a) = (1 - ay)N,(a).

Por la proposicién 22, concluimos que (H + yI) es N,-disipativo.
Ahora bien, la implicacién 2) = 1), se sigue del hecho de que si ({ + oH)a € B., entonces
por la hipétesis y la definicién de N,

0=N,(- +aH)a) = (1 - ay)N,(-a)

con 1 — ay > 0, por la proposicion 22. Asi, tenemos que —a < 0, es decir, a € B,.
Para ver que 2) = 3) usamos el lema 34. Por lo que sia € D(H)N B, y w € B’ con
w(a) = 0, entonces w(u) > 0y también se cumple que inf{d > 0: Au > —a} = Ny,(—a) = 0.
Basta considerar el caso en que w # 0y por el lema 31, podemos suponer que w(u) > 0,
entonces por el lema 34 tenemos que
£ cdN,(-a)
w(u)
Por lo tanto, en virtud del teorema 20, concluimos que

2 _(H+yD(~a) 2 0.
w(u)

De aqui que w((H + yI)(—a)) = 0, luego w(—Ha) > yw(a)=0. Se sigue que, w(Ha) < 0.
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Finalmente, para establecer que 3) = 2), tomamos v > N,(—Hu), de aqui que Hu > —yu.
Por lo que si a € D(H),w € dN,(a)\{0}, entonces podemos suponer que w(x) > 0 en virtud
del lema 31.

Luego, por el lema 34,

b= Nu(@u —a€B,,
w(u)
pues a < Ny(a)u < (1/w(u))N,(a)u, ya que w(u) < 1 en virtud del lema 34. En consecuencia,
N,
u(@u -a>0.
w(u)

Ademids, w € B y w(b) = N,(a) — w(a) = 0, por ser w elemento de la subdiferencial de N,.
Por lo tanto, por la hipétesis 3) deducimos que 0 > w(Hb) y
N,
W@Hu .\ _ Nu(@
w(u)
Con lo cual w((H + yl)a) > 0. Y por el teorema 20, tenemos que (H + yI) es un operador
N,-disipativo. O

w(Hb) = w( w(Hu) — w(Ha) > —yN,(a) — w(Ha) = —w((H + yD)a).

w(u)

La condicién (1) de la proposicién 35 establece la positividad del operador (I + o.H)™',
cuando este exista. Mientras que la condicién (3), se conoce como la propiedad de que H
tiene elementos negativos fuera de la diagonal. Mdas adelante, en el ejemplo 2, justificaremos
este nombre.

Por otro lado, si N es la media-norma candnica, entonces dado H un operador N-disipativo
este tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal ya que por el lema
29, obtenemos

dN(a) = {w € B}, N B} : w(a) = N(a)}.
Asi, dada a € D(H) N B,,w € By N B} con w(a) = 0. Tenemos que w € dN(—a) pues
N(—a) =0, por ser —a < 0y por la N-disipatividad, concluimos que w(-Ha) > 0.

Cabe mencionar que estas afirmaciones carecen de sentido, si D(H) N B, = 0, lo cual se
evita al suponer que intB, # 0, pues de esta manera, D(H) contiene elementos positivos por
ser un subconjunto denso.

CoroLari0 36. Para cada u € D(H) N intB., son equivalentes:
1) H es N,-disipativo.
2) H es || - ||l,-disipativo y tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la
diagonal.
3) Hu > 0y H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

Demostracion. Primero supongamos que Hu > 0y que H tiene la propiedad de tener
elementos negativos fuera de la diagonal. Entonces por la definicién de N,, se tiene que
N, (=Hu) < 0. Asi, por la proposicién 35, H es N,-dispativo. Esto demuestra que 3) implica
D).

Veamos ahora que que 1) implica 2). Como H es N,-disipativo por hipdtesis, consideremos
ae D(H)N B,y w € By, tales que w(u) > 0 con w(a) = 0. Entonces, por el lema 34 y dado
que N,(—a) = 0, tenemos que

w
M S dNu(—Cl).
De esta manera,
)
——(=Ha) > 0.
oy HO 20

Luego, w(—Ha) > 0, es decir, w(Ha) < 0.
En el caso en que w(u) = 0, entonces w € dN,(—a) y w(—Ha) > 0. Con lo cual w(Ha) < 0.
Esto demuestra que H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.
Para establecer que H es || - |,-disipativo, consideramos a € D(H) y a > 0. Entonces se
tiene que

I + aH)all, = méx{N,((I + aH)a), Ny(~(I + aH)a)}.
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Por el teorema 20, concluimos que N,((I + aH)a) > N,(a) y N,(-(I + aH)a)) = N,((I +
oH)(-a)) = N,(-a).
Asi,
méx{Nu((I + aH)a), N,(—(I + otH)a)} > méx{Nu(a), Nu(—a)}.
De aqui que para toda a € D(H) y para toda o. > 0, se cumple que
17 + aH)all, = llally.

Es decir, el operador H es || - ||,-disipativo .

Por ultimo, si suponemos la condicién 2) entonces el operador H es || - ||,-disipativo y
concluimos que ||( + aH)ul|, > |lu||, = 1, para cada o > 0.

De esta manera, para toda o > 0, se cumple que (u + aHu) € [—u,u], por lo cual
—u < u+ aHu < u, en consecuencia —2u < aHu.

Consecuentemente =20 'u < Hu, para toda o > 0. Por lo tanto, Hu > 0, al hacer a. — oo,
pues el cono positivo B, es cerrado por definicién. Esto demuestra que 2) implica 3). O

Similarmente, tenemos el siguiente resultado.

Cororario 37. Para cada u € D(H) N intB., son equivalentes:
1) H es N,-disipativo.
2) H es|| - |l,~disipativo y Hu < 0.
3) H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal y Hu = 0.

2.3. Ejemplos de operadores disipativos. El primer ejemplo de operadores disipativos a
tratar hace referencia al espacio R”, con {e j};le su base candnica y los funcionales de Riesz
dados por w;(-) := {ej,-), con j = 1,...,n, forman la base del espacio dual. El inciso (I) de
este ejemplo justifica el nombre dado a la propiedad de tener elementos negativos fuera de la

diagonal.

Ejemplo 2. Sean B = R", B, = R/ el cono positivo de los vectores con entradas no
negativas y consideremos H = (H; ;) una matriz de tamafio n x n con entradas reales, luego
D(H) = R". Entonces, para cada u = (i;) € intB,, se tiene que u; > O paracadai=1,...,ny
ademads se cumplen las siguientes propiedades:

1) La N,-disipatividad del operador H es equivalente a que (Hu); > 0 para cada i =
I,...,ny H;; <0Oparacadai# j.

Demostracion. Por el Corolario 36, tenemos que si u € intB, N D(H), entonces H es
N,~disipativo si y s6lo si Hu > 0y H tiene la propiedad de tener elementos negativos
fuera de la diagonal.

Primero supongamos que H es N,-disipativo, entonces (Hu); > 0, para toda

i =1,....,n. Ademads, si a € D(H) N B,, con w € B} tal que w(a) = 0, entonces
w(Ha) < 0.
Ahora bien, como H;; = {e;,Hej) coni,j = 1,...,ny usando que w;(-) € B} es

tal que w;(e;) = 0, cuando i # j. Obtenemos que w;(He;) < 0, es decir, H; ; < 0, para
cadai # j. Esto demuestra que la N,-disipatividad de H implicaque Hu > 0y H;; <0
paracadai # j.

Reciprocamente si Hu > 0y H;; < 0 coni # j, entonces dados a € B, y w € B}
tales que w(a) = 0.

Tenemos que a = 37_;ajejcona; >0y

n n n

a)i(Ha) = (ei,ZajHej) = Zaj(ei,Hej) = ZajHi,j.

=1 =1 =1

Por otro lado, como w € B, entonces w(-) = ;| 4;w;(-). Luego, se cumple que

n n
0 <we) = Z Aiwi(ej) = Z Ailej, ej) = 4;
=1 =1
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paratodai = j. Ademads,
0=wla) e Aia; =0, VYi=1,...,n

Ya que w;(a) = a; paratoda i = 1, ..., n. Finalmente,

w(Ha) = Zn: Awi(Ha) = i A i ajH;; = Zn: {/L‘aiHi,i + Z /liajHi,j] <0.
=1 i=1 !

= i=1 i#]

Por lo tanto, H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.
De estd manera, tenemos por el corolario 36 que H es N,-disipativo. O

Parau = (1,1,...,1) € R", se cumple que H es N,-disipativo si y sélo si

n
H;ij<0,coni#j vy ZHi,j >0, Vi=1,...,n.
=1
Demostracion. Como u = Z;le e;, obtenemos que Hu = 27= | He;. Luego,
n n n
(Hu); = (e;, Hu) = (ei,ZHej) = Z(ei,Hej) = ZHi’j’ Yi=1,...,n.
j=1 j=1 j=1

De aqui que H es N,-disipativo si y sélo si Z;?:I H;j > Oparatodai = 1,...,ny
H,-,jSOConiij. O
Parau =(1,1,...,1) € R", se tiene que H es Nu-disipativo siy solo si
n
Hij<0,coni#j y » Hj=0, Yi=1,...n
j=1
Demostracién. Por Corolario 37, sabemos que H es N,-disipativo si y sélo si Hu = 0
y H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal. Por lo que si
Hes I\AJL,-disipativo,
n n n
0 = (Hu); = (e;, Hu) = er, Y Hej) = Y (e Hey) = ) Hy
=1 =1 =1
paratodai=1,...n.
Ademds, para cada i = 1,...,n tenemos que w;(He;) < 0 pues w;(:) € B} y
wj(e;) = 0 cuando i # j. Es decir, H;; < 0 cuando i # j.
Reciprocamente, si suponemos que H;; < 0 con i # j. Entonces, para cualquier
w € B} ya € By, tales que w(a) = 0 tenemos por la demostracién de (I) que

w(Ha) = Zn: Aw;(Ha) = i A Zn: ajH;; = Zn: [/liaiHi,i + Z ﬂiajHi,j] <0
i=1 i=1 1

= i=1 i#]
Con lo cual, concluimos que H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera
de la diagonal.

Ademas,
n
0= ZHi,j = (Hu);
j=1
paratodai = 1,...,n, es decir, Hu = 0. Por lo tanto, H es Nu-disipativo. O
Cuandou = (1,1,...,1) e R", se tiene que la norma || - ||, coincide con la norma || - ||co.
Demostracion. Primero, observemos que si ¢ = (ay,...,a,) € R", entonces por la

proposicion 33, obtenemos que

llall, = inf{A1>0:ae€[-Au,ul}
= mf{2>0:-Au<a<u}
= mf{2d>0:a+Au>0yAu—a=>0}
Y como Au = (4, 4,..., 1), tenemos que

Am-—az20e1-ag,202012a y a+u>20ag+120a,>-41
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paratodai=1,...,n.
En consecuencia,
llall, = MmffA>0:la| <A Vi=1,...,n}
= max{lg;| :i=1,...,n}
= lalle

O
v) Sea S una matriz sub-estocdstica de tamafio n X n con entradas reales, es decir, una
matriz S tal que S;; > Oparacadai,j=1,...,ny X", S;; < 1. Sic > n, entonces la
matriz H = ¢I + S es tal que para u = (1, l, ..., 1) € R" el operador definido por H es
|| - |l,-disipativo.
Demostracion. Primero, se cumple que
Hi,i:C+Si,i y Hi’jZSi,jCOIll.?fj.

Ahora bien, dada a € R", se cumple que w € d||a||,,, si y s6lo si w € d||all. Ademds
w € d||alle siy sélo si w = (wy,...,w,)estal que 0 < w; < 1 paratodai=1,...,ny
w(a) = ||alle-

En consecuencia,

w(Ha) = cw(a) + w(Sa) = cllallec + w(Sa)

pero

a)(Sa)sz,’Si,jaj:Z[Zw, j]ﬂj_ Z(Zwsu)mjl
ij

De esta manera,

w(Ha) > dlale- )] [Z wis,»,,») a1
i i
> clallo - ) [Z w,-S,»,,»] lalle
J i
= [C - Z [Z wiSi,j]] llalle
j i
> (c—n)lalle = 0.

Yaque,Os ZjZiwiStj = Z]Z Slj = le =n.
Finalmente, por el teorema 20, concluimos que H es || - ||-disipativo. O

Definicion 38. Un espacio vectorial normado es estrictamente convexo si para cualesquie-
ra vectores a, b distintos con |la|| = ||b]| = 1, se cumple que ||ta + (1 — £)b|| < 1, para toda
te(0,1).

Ejemplo 3. Sea B un espacio de Hilbert real. Entonces el subdiferencial de la norma en
cada a € B con ||a|| = 1, consta de @ como tnico elemento. Ademas, H es || - ||-disipativo si y
s6lo si (a, Ha) > 0 para cada a € D(H).

Demostracion. Primero observamos que
dllall = {w € B} : w(a) = |lall}

Pues w € d||a|| siy s6lo si w € B* tal que w(a) = |la|| y w(b) < ||b|| para todo b € B. De esta
manera, |lw|| < 1.

Reciprocamente, si ||w|| < 1, entonces w(b) < ||lwl|||b|| < ||b]| para toda b € B. Ademads,
dado que ||a|| = 1, tenemos que si w € d||al|, entonces ||w|| = 1.

Por ser B espacio de Hilbert, B* es isomorfo a B y es estrictamente convexo. Por lo cual
dados w, i € d||a|| con w # i tenemos que ||w|| = ||| = 1 y w(a) = n(a) = 1.
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Asi para cada a € (0, 1) se cumple que
1> [law + (1 = o)l = loaw(a) + (1 —op(a)l =a+ (1 -a) =1

Lo cual es una contradiccion. De aqui que existe un tinico elemento en d||a|l. Como, ||w|| =
llall = 1y w(a) = (a,a) = llall> = |lall. Entonces, el dnico elemento de d|jal| es w(x) = (a, x).
Finalmente, H es || - ||-disipativo si y s6lo si w(Ha) > 0 para cada w € dllal| y a € D(H). Por
lo anterior, esto es equivalente a tener que (a, Ha) > 0 para cada a € D(H). m]

3. Los TEOREMAS DE FELLER-MIYADERA-PHILLIPS Y HILLE-YOSIDA PARA SEMIGRUPOS POSITIVOS

A continuacioén, damos las versiones de los teoremas de Feller-Miyadera-Phillips y de
Hille-Yosida para C,-semigrupos positivos.

Para esto, consideramos H: D(H) € B — B un operador lineal densamente definido, el
cual denota al generador infinitesimal del Co-semigrupo S = {S,},., en B, y notamos que si

a € B, y definimos
€
a, = e_lf Sadt.
0

Entonces a. € D(H) N B, y ademds, a; — a seglin la norma en B conforme ¢ — 0. Por lo
tanto, D(H) N B, es norma-denso en B,.

Luego, siendo H el generador infinitesimal del Cy-semigrupo, entonces bajo las hipdtesis
de los teoremas abajo enunciados, el conjunto resolvente de —H,

p(~H) = { A€ C: (A — (~H))"" es un operador lineal acotado en B},

contiene al intervalo (0, o0). De aqui que I + aH, con o > 0, es invertible y por el teorema 5.3
de 1.5 en [2] sabemos que para cadan > 1,

T (m=1!

Con lo cual, (I + aH) ' es positivo, es decir, las resolventes son positivas.
Reciprocamente, si las resolventes son positivas, entonces por la igualdad:

] 00
9) (I+aH)™" = f eSS, dt.
0

t —-n
S:a = lim (I+ —H) a.
n

n—oo

Concluimos que el semigrupo S generado por H es positivo.

TeoreMa 39. Sea (B, By, || - ||p) un espacio de Banach ordenado para el cual la norma
es mondtona y la norma de operadores en L(B, B) es positivamente alcanzada. Ademds,
consideremos N la media-norma candnica en B, junto con M, 3,y € R tales que M > 1,5 >0
y By < 1. Entonces son equivalentes:

1) H es el generador de un C,-semigrupo positivo S con ||S,|| < Me", para toda t > 0.
2) H es un operador lineal densamente definido y cerrado segtin la norma tal que cumple
las condiciones del rango y de disipatividad, dadas por:
1) R +pBH) =B.
1) N((+oH)a) > (1 -oy)"M~'N(a).

para cada a € D(H"), para toda n > 1y para cualquier o. € (0, B].

Demostracion. Primero supongamos la condicion 1) asi las propiedades de ser H densamente
definido, cerrado segin la norma y la condicién del rango, R(I + SH) = B, se siguen directo
del teorema de Feller-Miyadera-Phillips estandar, véase teorema 14. Por otro lado, usando
que S es positivo, obtenemos que

N(S,a) = inf{|b||:b=>S,a}
< inf{||S;c|| : ¢ = a}
< Me"inf{|c||: c>a}

Me"'N(a).

Donde la primer desigualdad se da al tomar b = S,;c con ¢ > a, pues de estd manera b > S a.
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Sea 0 < a < B, en consecuencia para cada a € D(H), al utilizar (9) obtenemos para cada
n>1,

1 00
(1 + OLH)_n(l = W f t"_le_tSma dr.
-D!Jo

Luego, utilizando la sublinealidad y continuidad de la media-norma canénica N, tenemos

00 tn—l »
j; - 1)!6 N(S ya) dt

M - ay)™"N(a).

N((I+aH)"a)

IA

IA

Por lo tanto,

(I —ay)"N(a)
—
Ahora bien, partiendo de la condicién 2) si (I + SH)a = 0, entonces

(I -BYN(za) > 0.
M

Luego, N(+a) = 0. De aqui que a = 0, ya que la norma es mondtona por hipétesis y esto
implica que el cono convexo positivo B, es propio.

De aqui que, (I + SH) es un operador lineal inyectivo y suprayectivo por la hipdtesis 2)
inciso I), por lo tanto es un operador invertible.

Ademads, dada a € B, implica que N(—a) = 0y al usar el inciso II) con (I + BH)"((I +
BH)™"(—a)) = —a, tenemos que

N +aH)"a) >

0 = N(x(I + BH)a) >

, L=BY'NU+pH"a)
M
Por lo cual,—(I + BH)™a < 0, es decir, (I + SH)™"a € B,. Es decir, (I + SH)™ es un operador
positivo para cadan > 1.
Ahora bien, usando que a € B, y lanorma, || - ||z, €s mondétona en B, concluimos que

(1 + BH)"all N(I +BH)"a)
M(1 - py)""N(a)
M1 - py)™"lall.
Aqui estamos utilizando la hipétesis II) y la equivalencia dada por el teorema 30

Por lo tanto, por ser la norma de operadores positivamente alcanzada (ver definicién 8)
tenemos

0=N(-a)

IA

I +BHE)™"Il < M(1 = pBy)™".

Por dltimo, para establecer que R(I + aH) = By que las resolventes (I + aH)™ existen, son
positivas y satisfacen

I + o)™ < M(1 = ay)™

para toda a € (0, 8], usamos un argumento de perturbacién. Basta demostrar que existe ¢ > 0,
tal que la condicién del rango R(I + aH) = B se cumple para [,B - a| < 4, ya que el intervalo
(0, B] puede ser cubierto por una cantidad finita de intervalos de longitud menor o igual a 6.

Primero, observamos que el operador SH(I + SH)™! es acotado, para cada 8 > 0. Como la
siguiente identidad se cumple:

BH(I +BH)™ = (=1 + (I +BH))(I + ﬁH)_1 =—(I+BH)" +1.
Paracada b € B,
IBE I + BEY™' b = |1 = (1 + BHE)™ || < lIbll + M(1 = By~ lIbll = (1 + M1 = py)™") [l
Consecuentemente, el operador H(I + SH )~! es acotado, con

IH{ +gH)Y ™ < g7 (1+ M1 -py)™")
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Por otro lado, para a € (0, 8], se tiene que

I+ 0H I +pBH - BH + oH

I+pBH+ (o—-pB)H
(1 + (00— ,B)H(I + ﬁH)71 )(1 + ﬁH).

-1
De aqui que (I + aH) es invertible si y s6lo si (I + (a0 — ﬁ)H(I + BH) ) es invertible. Ahora

bien, tenemos que el inverso de un operador de la forma (I + rA) tiene la forma

00

(I +14)™" = ) (A",

n=0

y la serie converge si ||tA|| < 1, es decir, si ||A]] < 1/¢, lo cual es equivalente a tener ¢ < ||A||".
Entonces, el operador

(1 + (o - B)H(I + BH)_I)

es invertible si se satisface que
B—af <1+ M -py) " < |[HU+pE|

-1
Con lo cual basta definir § = ﬁ(l +M(1 —ﬂy)’l) )

Esto demuestra que existe el operador (I+aH)~' y que se cumple la condicién, R(I+aH) =
B. Ademis, se tiene que (I + o.H)™ es positivo para cada n > 1, ya que si a € B,, entonces

0=N(-a)> (1 -ay)"M'N(-(I + oH)™"a) > 0.

De esta manera, —(/ + aH)™"a < 0, es decir, (/ + aH)™"a € B,.
Mis aun, para cada a € B, por ser la norma monétona y el inciso II) tenemos

I +aH)™all = N(U+aH)"a)
< MO -oay)""N(a)
= M0 -oay)"|all.

Con lo cual, como la norma de operadores es positivamente alcanzada, obtenemos
I+ aH)™ < M(1 —ay)™,

para cada a € (0, 5].

Por lo tanto, H genera un C,-semigrupo S tal que ||S,|| £ Me", en virtud del teorema 14
de Feller-Miyadera-Phillips, con S positivo pues las resolventes (I + aH)™ son positivas para
todan > 1. O

Observacion 8. Ninguna hipétesis sobre el espacio de Banach ordenado, (B, B4, || - ||5), se
utiliza en la implicacién 1) = 2).

A partir del teorema 39, obtenemos una consecuencia inmediata para los semigrupos de
contracciones que es andloga al teorema 15 de Hille-Yosida.

Cororario 40. Sea (B, B, || - ||g) un espacio de Banach ordenado para el cual la norma
es mondtona y la norma de operadores en L(B, B) es positiva alcanzada. Entonces, son
equivalentes:

1) H genera un C,-semigrupo positivo de contracciones.
2) H es (norma cerrado) densamente definido segiin la norma, N-disipativo y

R +oH) =B

para alguna o > 0.
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Demostracion. Por el teorema 39, basta tomar M = 1y y = 0. Asi la N-disipatividad es
equivalente a:

N((I +aH)a) > N(a) , a€ D(H).
Por lo que iterando, concluimos que
N((I +aH)'a)>N(a) , a€DH"),n=>1.

Con lo cual, tenemos la equivalencia de las condiciones 1) y 2). O
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